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Introduccion

INTRODUCCION

Presentacion y objetivos

El método de analisis de sistemas cointegrados mas extendido en la actualidad es el
método de Johansen (Johansen 1988), que utiliza una formulacion vectorial
autorregresiva (VAR) de orden p del proceso generador subyacente y una técnica de
estimacion maximo verosimil. Por otra parte, los denominados métodos de subespacios,
que utilizan la formulacién matematica conocida como espacio de estados y técnicas de
estimaciéon de minimos cuadrados, pueden ser una alternativa para el analisis de
sistemas cointegrados. En particular, recientes estudios sobre las propiedades asintdticas
de algunos de estos estimadores de subespacios (Bauer y Wagner 2002) ofrecen

resultados muy prometedores (apartado 5.7).

Especialmente interesante es el caso de sistemas cointegrados cuyo proceso generador
es de tipo VARMA, puesto que, en este caso, una formulacién VAR de orden finito sélo
constituird una aproximaciéon al verdadero proceso subyacente, mientras que la
formulacion en el espacio de estados no presenta esta limitacion. La formulacion VAR
de orden finito s6lo puede aproximar procesos que en el espacio de estados (con orden

finito) pueden formularse de forma exacta y parsimoniosa.
En este contexto, los objetivos perseguidos en esta tesis doctoral son:

1- Con caracter general, analizar la utilidad de la formulacién matematica conocida

como espacio de estados en el estudio de sistemas cointegrados.

2- De forma especifica, valorar la utilidad de los méftodos de subespacios para
obtener modelos matematicos de sistemas cointegrados. Comparar la estimacion
de modelos cointegrados mediante algoritmos de subespacios con la estimacion
maximo verosimil por el método de Johansen, para el caso de series temporales

generadas mediante procesos de tipo VARMA.

Este segundo objetivo puede formularse como el anélisis (demostracion o refutacion) de

las siguientes hipotesis:
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1.- Los sistemas cointegrados admiten una formulacion practica e intuitiva en el espacio
de estados, como combinacion de ciclos estacionarios y tendencias comunes no

estacionarias.

2.- Los algoritmos de subespacios constituyen una alternativa que puede competir con el
método de Johansen para el andlisis y la obtencion de modelos matematicos de sistemas

cointegrados.

Motivacion

La identificacién de sistemas es una cuestion que presenta gran interés en los campos
de la ingenieria y la econometria. Podemos definir la identificacion de sistemas como el
“arte” de encontrar modelos matematicos simples capaces de representar un sistema a

partir de observaciones ruidosas del mismo (Ljung 1999).

Conviene indicar en este punto que en econometria existe cierta ambigiiedad en el uso
del término identificacion, porque con frecuencia se utilizan (indistintamente) los
términos identificacion e identificabilidad para referirse a la cuestion de si, dado un
modelo paramétrico, existen multiples combinaciones de valores de los pardmetros que
maximizan la funcion de verosimilitud de una muestra'. Si el modelo no es
identificable, para cualquier conjunto de observaciones dado existen multiples
combinaciones de valores de los parametros igualmente compatibles con los datos.
Nosotros nos referiremos a esta cuestion con el término identificabilidad
exclusivamente, manteniendo el término identificacion en su sentido de “proceso de

obtencion de modelos matematicos a partir de observaciones”.

Muchos problemas del mundo real son abordados y conceptualizados como un
“sistema” que ante unos determinados estimulos exteriores produce unas determinadas
salidas en el tiempo. De este modo, la identificacion de sistemas se convierte en una

herramienta metodologica de la ciencia moderna, ademas de constituir una disciplina

! Existe aun més confusion porque algunos autores utilizan el término identificacion para referirse a la
etapa de seleccion de los ordenes p y q de una formulacion ARMA (p,q). Para nosotros esa sera la fase de

especificacion del modelo, como mas adelante precisaremos.
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por si misma (Ljung 1999, p.1). Si el valor de las salidas depende no solo del valor
actual de los estimulos, sino también de valores anteriores, se dice que el sistema es
dindmico. A menudo, las salidas de sistemas dindmicos cuyos estimulos no son
controlados, y posiblemente no son observados, se denominan series temporales. La
cotizacion de una accion en bolsa, el nivel del agua cada dia en un embalse o la longitud

de las piezas cortadas por una maquina son ejemplos de series temporales.

La clase més importante de modelos dindmicos son los modelos lineales, tanto en la
practica como en la teoria. A menudo, estos modelos lineales permiten aproximaciones
suficientemente precisas incluso cuando los procesos subyacentes no son lineales,
utilizando transformaciones apropiadas de las variables en un rango de funcionamiento.
En esta tesis nos centramos en modelos paramétricos lineales discretos de procesos
estocasticos (series temporales). La forma clasica de abordar el problema de
identificacion del sistema en este contexto es encontrar un filtro lineal tal que, al ser
excitado por una entrada tipo ruido blanco, proporcione una salida con las mismas

caracteristicas estadisticas que las de la serie observada.

Otra cuestion relevante en el estudio de un sistema es la de la estacionariedad de las
series observadas. La identificacion de sistemas se ha desarrollado principalmente para
procesos estacionarios, cuyas propiedades estadisticas son constantes en el tiempo. En
un proceso estacionario, los efectos de un estimulo o perturbacion transitoria (puntual)
en la entrada del sistema sobre el nivel de salida del mismo se van reduciendo en el
tiempo hasta desaparecer. Sin embargo, existen muchos procesos que pueden modelarse
mejor mediante procesos no estacionarios, dado que las perturbaciones parecen tener
efectos permanentes sobre el nivel de la serie. En el campo de la economia, Nelson y
Plosser (1982) argumentaron que muchas series econdémicas se caracterizan mejor
mediante procesos estocasticos no estacionarios que mediante funciones deterministas
del tiempo (combinadas con series estacionarias). En el campo de la fisica o la
ingenieria, aspectos como la posicion de un moévil sujeto a una serie de colisiones
aleatorias, o cualquier proceso en el que las desviaciones (perturbaciones) tienen efectos

acumulativos permanentes (tipo “stock”), son ejemplos de procesos no estacionarios.

Las series no estacionarias exigen ciertas precauciones estadisticas y matematicas. Asi
por ejemplo, los contrastes habituales de regresion no son validos al trabajar con series

no estacionarias. Un caso de especial interés en este tipo de series es el de
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cointegracion, que se produce si varias series no estacionarias comparten un numero
reducido de componentes comunes o tendencias comunes. La cointegracion implica la
existencia de relaciones a largo plazo entre las series no estacionarias observadas, y
seria interesante poder contrastar y captar estas relaciones al identificar un modelo. En
el campo de la economia, ejemplos tipicos de cointegracion tedrica vienen dados por la
teoria de la paridad de poder adquisitivo (Fuertes 1997), la relacion renta-consumo o los
movimientos de algunos indices bursatiles agregados (Pefia 1990). En el campo de la
ingenieria, la cointegracion suele estar asociada a la observacion de numerosas series
temporales relacionadas por un proceso subyacente comun no estacionario. Larimore
(2000) pone como ejemplos las multiples series de medidas obtenidas en los procesos
de formacion de ldminas, como pueden ser ldminas de aluminio o maquinas de papel, y
el andlisis de vibraciones con multiples instrumentos de medida. También en el control
de procesos quimicos es frecuente que se presente el fenomeno de la cointegracion

(Harris et al. 1999).

Para llevar a cabo la identificacion de un sistema estocéstico lineal, el aparato
matematico y estadistico actual ofrece distintas formulaciones matematicas y distintos
procedimientos asociados. La formulacion matematica paramétrica mas habitual en el
campo de la identificacion de series temporales estocasticas es la formulacion VARMA,
y el método de andlisis de sistemas cointegrados de mayor éxito y aceptacion es el
método de Johansen (Johansen 1988), que utiliza una formulacién de las series como
vector autorregresivo (VAR) y cubre la especificacion del modelo (seleccion del orden
p de la representacion VAR y contraste del numero de tendencias comunes) y la
estimacion de pardmetros. Sin embargo, existen otras formulaciones y métodos
alternativos que podrian resultar mds interesantes en su interpretacion o en sus
propiedades. Una de estas formulaciones paramétricas competidoras es la conocida

como “espacio de estados”.

Los motivos que nos han llevado a plantearnos y a estudiar la utilidad del espacio de
estados para la identificacion de sistemas estocasticos cointegrados se resumen en las

siguientes consideraciones:

= El espacio de estados constituye una formulacion algebraica general de sistemas
paramétricos dindmicos lineales. En este sentido, es equivalente a las funciones

de transferencia racionales o a las formulaciones VARMA. Existen algoritmos
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para pasar un determinado modelo de un tipo de formulaciéon a otro. Asi por
ejemplo, Terceiro (1990) indica un procedimiento para formular en el espacio de

estados un modelo econométrico estructural general en forma reducida.

Determinados modelos econométricos conducen de forma natural e intuitiva a
una formulacion en el espacio de estados. En particular, los modelos ciclo-
tendencia, tan caracteristicos del enfoque econométrico (Garcia-Ferrer y Del
Hoyo 1992; Garcia-Ferrer y Poncela 2002; Del Hoyo y Cendejas 2003), se
adaptan muy bien a esta formulacion. También en ingenieria es frecuente
concebir la existencia de un “estado” interno del sistema, no directamente
observable pero estimable a partir de observaciones, que marca la evolucion

dindmica del sistema.

La cointegracion es interpretable como un modelo ciclo-tendencia. Corresponde
a una descomposicion de las series no estacionarias observadas en un conjunto
de ciclos estacionarios y tendencias no estacionarias, donde el numero de

tendencias comunes no estacionarias es inferior al nimero de series observadas.

Existe una bateria de potentes herramientas desarrolladas sobre el espacio de
estados -provenientes en su mayor parte de los campos de la ingenieria y la
identificacion de sistemas, y muy utiles en econometria (Hernandez 1975)- que
permiten la estimacion de pardmetros y la prediccion de valores. Entre estas
herramientas destacan especialmente el filtro de Kalman y los métodos de
subespacios. En particular, podemos considerar que el enfoque “filtro de
Kalman — funcion de verosimilitud” permite construir un “estimador universal”

pseudo méximo verosimil de pardmetros en modelos econométricos lineales.

Se cuenta, ademads, con software comercial de fiabilidad probada, uso extendido
y relativamente facil acceso que implementa o facilita la implementacion de

muchas de estas herramientas de estimacion en el espacio de estados. También
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se cuenta con software académico avanzado para econometria basada en el

- 1
espacio de estados .

» Particularmente en el caso multivariante, si se pretende realizar una
especificacion no estructural, sino basada en observaciones, el espacio de
estados, frente a otros tipos de formulacion de modelos paramétricos lineales,
ofrece ventajas para la estimacion del rango paramétrico u orden del sistema (ya

que existe un Unico hiperpardmetro a estimar).

Dentro de los procedimientos de identificacion desarrollados sobre la formulacion del
espacio de estados hemos destacado especialmente la estimacién maximo verosimil via
filtro de Kalman y los métodos de subespacios. En esta tesis nos planteamos la
utilizacion de estos dos procedimientos para la identificacion de sistemas estocéasticos

cointegrados.

Aunque el enfoque de estimacion de pardmetros basado en el filtro de Kalman
constituye una opcion para la estimacion (pseudo) maximo verosimil de modelos
cointegrados y para la realizacion de contrastes de hipotesis, se abandond esta linea de
investigacion al compararla con el método de Johansen. Este tltimo método (basado en
una formulacion VAR) calcula los estimadores maximo verosimiles en un solo paso,
tras realizar unas regresiones auxiliares, sin necesidad de realizar una complicada y
problematica busqueda del maximo por métodos numéricos. Consideramos que, bajo
este enfoque de maxima verosimilitud, s6lo queda abierta la posibilidad de competir con
el método de Johansen alli donde no se cumplen bien las hipdtesis para su aplicacion, si
bien estas hipotesis no son muy restrictivas (Gonzalo, 1994). Esta reflexion nos llevo a
la busqueda de herramientas de estimacion en el espacio de estados alternativas al

procedimiento de estimacion Kalman-maxima-verosimilitud.

Uno de los procedimientos basados en el espacio de estados que mas ha evolucionado
en los ultimos afos es la familia de algoritmos conocida bajo el nombre genérico de

métodos de subespacios. Los métodos de subespacios han sido desarrollados

! Destacamos en particular el paquete de software E*, (Estimacion Econométrica en el Espacio de
Estados), desarrollado sobre Matlab, y ofrecido libremente a la comunidad académica con fines de

investigacion (Terceiro, Casals, Jerez, Serrano y Sotoca, 2000).
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principalmente en el ambito de la identificacion de sistemas, y proporcionan
representaciones minimas de un sistema en el espacio de estados a partir de un conjunto
de observaciones del mismo. El profesor Ljung indicaba en 1993 que “El desarrollo de
los métodos de subespacios es el aspecto mas apasionante que ha sucedido en el campo

de la identificacion de sistemas en los tltimos cinco afios...”".

Los algoritmos de subespacios no son iterativos ni requieren optimizaciéon numérica,

sino que utilizan operaciones robustas de algebra matricial. Ademds de proporcionar
;. . ., , . 2 . .

una répida estimacion de pardmetros del sistema”, permiten estimar en un solo paso el

orden del sistema (esto es, especificar el modelo basandose en observaciones).

Los métodos de subespacios son una familia de algoritmos distintos con unas
caracteristicas comunes. Cada tipo de algoritmo de subespacios elige de forma
caracteristica unas determinadas matrices de pesos. Dentro de la familia de métodos de
subespacios, destaca especialmente el algoritmo de correlaciones candnicas (CCA).
Bauer y Wagner (2002) indican que, para procesos estocasticos estacionarios, el
algoritmo CCA es asintoticamente equivalente a pseudo maxima verosimilitud, es decir,
que los estimadores tienen la misma distribucion asintdtica. Bauer y Ljung (2002)
demuestran que, para procesos estocasticos estacionarios, el algoritmo CCA elige las

matrices de pesos de forma Optima.

Desarrollados inicialmente para su aplicacion a procesos estacionarios, la utilidad de los
métodos de subespacios para identificacion de procesos no estacionarios apenas ha sido
abordada atn. Recientemente, Bauer y Wagner (2002) proponen un algoritmo de
subespacios para procesos cointegrados que presenta ademas ventajas tedricas de

estimacion consistente sobre el método de Johansen (ver apartado 5.7).

" La cita aparece en Van Oberschee y De Moor (1996). Traduccion propia.

? Esta estimacién puede usarse como alternativa a otros procedimientos de estimaciéon recursivos
(Kalman-maxima-verosimilitud, por ejemplo), més lentos y problematicos, o para proporcionar valores

iniciales adecuados para los mismos.
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Llegados a este punto tenemos en contexto el objetivo principal de esta tesis: valorar en
la practica la utilidad de los métodos de subespacios para proporcionar modelos lineales

paramétricos de series temporales estocdsticas cointegradas.

Aplicacion de métodos de subespacios a procesos no estacionarios

Hasta donde nuestra investigacion alcanza, existen dos algoritmos de subespacios para
procesos no estacionarios propuestos en la literatura: el algoritmo State Space Aoki
Time Series (SSATS)' en dos etapas (Aoki 1997) y el método de correlaciones
canodnicas adaptado (ACCA) de Bauer y Wagner (2002). El andlisis de ambos
algoritmos nos llevara a plantear y estudiar un nuevo método de subespacios aplicado a

procesos cointegrados: el “algoritmo de correlaciones candnicas bietapico”, o CCA2.

El algoritmo SSATS, desde su aparicion inicial en Aoki (1983), ha dado lugar a
diversas aplicaciones practicas, revisiones tedricas, articulos y tesis doctorales (Vargas

2000). Sin embargo, ha sido criticado por falta de solidez estadistica.

El método ACCA es una modificacion del algoritmo Canonical Correlations Analysis
(CCA) simple, el cual, dentro de la familia de algoritmos de subespacios, presenta
caracteristicas especialmente apropiadas para su aplicacion a sistemas estocasticos
(Bauer y Ljung 2002). ACCA cuenta con una so6lida base estadistica y matemadtica, y se
publico durante el desarrollo de esta tesis doctoral, por lo que apenas cuenta ain con
estudios comparativos® o aplicados. El método ACCA modifica el algoritmo CCA
simple para conseguir (utilizando una determinada forma canodnica de representacion en
el espacio de estados) una estimacion consistente de todos los pardmetros de un sistema
cointegrado generado por un proceso tipo VARMA, lo que supone una importante
ventaja tedrica sobre el método de Johansen. En este sentido, los principales resultados

relativos a la consistencia de los estimadores son (apartado 5.7):

" El algoritmo SSATS no fue concebido inicialmente como método de subespacios, pero, como

mostraremos posteriormente, podemos clasificarlo como tal.

* Con la excepcion del trabajo (no publicado hasta la fecha) de Bauer y Wagner (2003b).
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= El procedimiento de Johansen aplicado sobre un proceso generador VARMA
cointegrado y considerando un VAR de orden p (fijo) proporciona estimadores
consistentes del subespacio de cointegracion, pero los parametros asociados a la
dindmica a corto plazo no se estiman de forma consistente (Wagner 1999 y

Wagner 2000).

= El procedimiento CCA simple aplicado sobre procesos generadores VARMA
cointegrados proporciona estimadores consistentes del subespacio de

cointegracion (Bauer y Wagner 2002).

= El procedimiento ACCA aplicado sobre procesos generadores VARMA
cointegrados proporciona estimadores consistentes de todos los parametros del

modelo (Bauer y Wagner 2002).

El método original CCA2 que también estudiaremos proporciona la misma estimacion
del subespacio de cointegracion que el método CCA, por lo que la consistencia de la
estimacion del subespacio de cointegracion esta asegurada. Este método recupera la idea
intuitiva de Aoki de obtener el modelo global en dos etapas: una primera etapa que
obtenga el modelo para los movimientos de baja frecuencia, o tendencias no
estacionarias, y una segunda etapa para obtener un modelo para los movimientos de
mayor frecuencia, o ciclos estacionarios. Al proceder en dos etapas, en la primera etapa
esperamos captar de forma precisa la tendencia, porque de los movimientos de alta
frecuencia estacionarios esperamos un efecto muy limitado sobre el nivel medio de la
serie. Del mismo modo, esperamos encontrar un modelo preciso para el ciclo porque en
la segunda etapa utilizamos observaciones en las que se ha eliminado el efecto

distorsionador de la tendencia.

Por otra parte, con el método CCA2 esperamos superar algunas de las limitaciones del
método de Aoki. Si bien el método de Aoki utiliza en cada etapa un algoritmo de
componentes principales (Van Oberschee y De Moor 1996, p. 79), CCA2 utiliza en
cada una de las etapas el algoritmo CCA simple, el cual, como ya hemos indicado,
presenta, dentro de la familia de subespacios, caracteristicas Optimas para la

identificacion de procesos estocasticos (Bauer y Ljung 2002).
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Método de estudio

Nuestro objetivo principal es valorar la utilidad practica de los métodos de subespacios
para analizar y proporcionar modelos lineales paramétricos de series temporales
estocasticas cointegradas. Para ello realizaremos un estudio mediante simulacién en el
que compararemos los resultados proporcionados por distintos métodos de subespacios
entre si y con los resultados proporcionados por el método de Johansen, que tomaremos
como método de referencia. Los distintos métodos de subespacios estudiados son el
algoritmo SSATS de Aoki (1997), el algoritmo CCA simple de Larimore (1996), el
algoritmo CCA adaptado (ACCA) de Bauer y Wagner (2002) y el algoritmo CCA
bietapico (CCA2) original de esta tesis.

Aunque, para el caso de procesos generadores VARMA, el recientemente propuesto
método ACCA es el tnico que garantiza la estimacion consistente de todos los
parametros del sistema, no se asegura que su comportamiento sea superior al de las
otras alternativas al identificar sistemas cointegrados a partir de muestras finitas de
distintos tamafios. Puesto que la distribucion de los estimadores en muestras finitas es,
en general, desconocida, la manera mas directa de comparar distintos procedimientos de

identificacién es la simulacién de Montecarlo.

Hacemos notar que, dada la escasez de estudios practicos comparativos y el
desconocimiento de las distribuciones de los estimadores en muestras finitas, el solo
planteamiento y estudio de nuevos procesos generadores presenta ya un notable interés,
ante la sospecha de que el mejor o peor comportamiento de unos métodos de

identificacion frente a otros pueda depender de las caracteristicas del proceso generador.

Para cada uno de los procedimientos de identificaciébn de sistemas cointegrados
analizados hemos estudiado dos aspectos: la calidad de estimacion del subespacio de
cointegracion y la capacidad de prediccion a corto plazo de los modelos obtenidos. El
primer aspecto mide la capacidad para captar la relacion a largo plazo entre las
variables. El segundo aspecto mide la capacidad para captar la dinamica a corto plazo

del sistema.

Entre los antecedentes destacan los trabajos de Gonzalo (1994) y Bauer y Wagner
(2003b). Gonzalo (1994) compara distintos métodos de estimacion del vector de
cointegracion (minimos cuadrados simple, minimos cuadrados no lineales, Johansen,
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componentes principales, correlaciones canodnicas), para el caso de dos variables

cointegradas, tanto en sus distribuciones asintdticas como en sus resultados practicos

(mediante simulacion). Aunque todos los estimadores que utiliza son superconsistentes,

las simulaciones demuestran que las estimaciones pueden variar de forma significativa

dependiendo del método utilizado. En su estudio, el método de maxima verosimilitud de

Johansen es el que mejores resultados obtiene.

Tomaremos el trabajo de Gonzalo (1994) como base para nuestros experimentos, si bien

nos distinguimos respecto a los antecedentes en los siguientes aspectos:

Los métodos de estimacion utilizados. Reproduciremos en uno de los
experimentos el proceso generador de Gonzalo (1994) y varios de los
estimadores de su trabajo, pero nos centraremos en los estimadores
proporcionados por los métodos de subespacios, considerando también el nuevo

algoritmo CCA2.

Frente a Gonzalo (1994), no so6lo compararemos la calidad de estimacion del
subespacio de cointegracion (relacion a largo plazo), sino que valoraremos
también la capacidad de prediccion a corto plazo de los modelos proporcionados

por los distintos procedimientos de identificacion de sistemas.

Trabajaremos con conjuntos de 2 y 3 series temporales, y con subespacios de
cointegracion de dimensiones 1 y 2. Consideraremos procesos generadores en
los que no se cumplen las hipotesis del método de Johansen: esto es, procesos

generadores VARMA y perturbaciones no gaussianas.

Gonzalo (1994) utiliza una medida de calidad de estimacion del vector de
cointegracion que resulta dificilmente extensible al caso de mas de dos series
temporales cointegradas. Bauer y Wagner (2003b) utilizan una medida de
distancia entre subespacios que puede resultar poco intuitiva (la distancia de
Hausdorff). Nosotros propondremos como medida de calidad de estimacion del
subespacio de cointegracion el angulo formado entre los subespacios real y
estimado. Esta forma de medir propuesta, ademds de resultar intuitiva, es
extensible a varias dimensiones, y no requiere ni se ve afectada por una

normalizacién arbitraria de los vectores de cointegracion.
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» Tanto los experimentos de Gonzalo (1994) como los de Bauer y Wagner
(2003b) se limitan al caso en que los residuos u; de las relaciones de
cointegracion son series estacionarias de esperanza cero, y se considera esta
restriccion en el modelo. Puesto que en series reales no existen motivos
generales para imponer dicha condicion, en este trabajo abordamos el caso (mas
general) en que los residuos de las relaciones de cointegracion no tienen
necesariamente esperanza cero (esto obligard a modificar los estimadores del

vector de cointegracion para mantener la consistencia).

Se seleccion6 Matlab para la programaciéon y ejecucion de las simulaciones. Matlab
ofrece gran capacidad de célculo matricial y soporte grafico, cuenta con una larga
trayectoria de aplicacion en investigacion cientifica y dispone de un moddulo de
identificacion de sistemas desarrollado por el profesor Ljung (Ljung 2002), lo que lo
convierte en un programa especialmente fiable y apropiado para la identificacion de
modelos de series temporales'. La mayor parte de los métodos han sido programados
por el autor, si bien en las simulaciones de los métodos CCA y ACCA se utilizo
finalmente el codigo amablemente proporcionado por el Dr. Bauer, coautor del

algoritmo ACCA.

Los diferentes métodos de identificacion utilizados requieren, a lo largo de cada
algoritmo, una serie de decisiones que se detallan en el capitulo 6, junto con las
condiciones de realizacion de los experimentos. Para complementar las capacidades de
analisis ofrecidas por Matlab, los resultados de las simulaciones fueron exportados a
ficheros de texto e importados en Excel para su tratamiento mediante tablas y graficos
dindmicos. Los resultados de estos analisis se muestran en el capitulo 7 y se resumen en

las conclusiones.

' El médulo de identificacion de sistemas llega incluso a implementar algunos métodos de subespacios

(como el algoritmo CCA estandar, 6 CVA).
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Estructura del documento

En el capitulo 1 se centra el problema de identificacion de sistemas estocésticos y se
concretan los principales términos y conceptos utilizados. Se discute la relevancia de la
especificacion basada en observaciones, particularmente en el contexto de la
econometria. Se tratan también las caracteristicas mas relevantes de la formulacion en el
espacio de estados: la interpretacion de los modelos, la equivalencia con otras
formulaciones matematicas de modelos lineales, y los métodos de especificacion y

estimacion de sistemas desarrollados sobre este tipo de formulacion matematica.

El capitulo 2 se dedica al concepto de cointegracién y a las distintas formulaciones
matematicas de modelos cointegrados. Se sugiere una posible forma de representacion
de sistemas cointegrados en el espacio de estados que resulta estar ligada a la forma
canonica de Bauer y Wagner (2003), si bien se llega a ella desde una perspectiva
diferente. De forma general, se analiza en qué consiste el estudio de sistemas
cointegrados y se indican las caracteristicas de algunos de los métodos mas utilizados

(el método de Johansen en particular).

En el capitulo 3 se expone una version actualizada del método de Aoki (Aoki y
Havenner 1991) para identificacion de procesos estacionarios, incorporando los
avances, las innovaciones y las variaciones propuestas sobre dicho algoritmo en los

ultimos afios (Vargas 2000).

En el capitulo 4 se discuten los métodos de subespacios, entendidos como algoritmos de
identificacion de sistemas estacionarios en el espacio de estados. Se analizan las
caracteristicas principales de esta familia de algoritmos y se plantean distintas
interpretaciones de los mismos. Se aporta también una interpretacion del método de

Aoki como algoritmo de subespacios.

En el capitulo 5 abordamos la identificacion de sistemas cointegrados en el espacio de
estados mediante métodos de subespacios. El método de Aoki aplicado a sistemas
cointegrados y el algoritmo ACCA de Bauer y Wagner (2002) aparecen como los dos
unicos antecedentes existentes en la literatura, surgidos por adaptacion de los métodos

para procesos estacionarios discutidos en los dos capitulos previos.
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También en este capitulo se discuten las propiedades teodricas de los métodos de
Johansen y ACCA cuando el proceso generador subyacente es un proceso VARMA.
Finalmente, combinando las ideas y propiedades de los métodos de Aoki y CCA, se
propone, para su inclusion en el campo de pruebas, un nuevo algoritmo de subespacios

para identificacion de sistemas cointegrados: el algoritmo CCA bietapico 6 CCA2.

En el capitulo 6 se detalla el disefio y las condiciones de realizacion de las simulaciones
planteadas para comparar los distintos métodos de subespacios, tomando como
referencia el método de méaxima verosimilitud de Johansen. Se discuten los distintos
aspectos a comparar (calidad de estimacion del subespacio de cointegracion, calidad de
prediccion) y se seleccionan estimadores. La aplicacion de los algoritmos exigird una
serie de decisiones y ajuste de pardmetros que se describen con detalle en este capitulo,

asi como otros aspectos de la metodologia de trabajo y anélisis.

En el capitulo 7 se presentan los resultados del analisis comparativo de métodos de
identificacion aplicados sobre distintos procesos generadores de datos cointegrados.
Para ello se utilizard un conjunto seleccionado de tablas, graficos y contrastes

representativos.

Por ultimo, las conclusiones resumen los resultados obtenidos en las comparaciones de
los diferentes métodos, asi como su relevancia practica. Se indican también posibles

extensiones de la investigacion a partir de este trabajo.
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1 IDENTIFICACION DE SISTEMAS EN EL ESPACIO DE
ESTADOS

1.1 Introduccion

En este capitulo pretendemos centrar el &mbito especifico de esta tesis (identificacion de
sistemas estocasticos discretos lineales mediante modelos paramétricos en el espacio de

estados) en el marco general de la identificacion de sistemas y la econometria.

En primer lugar, tras concretar algunos aspectos de la terminologia utilizada, ofrecemos
nuestra interpretacion de las diferencias entre el enfoque de especificacion basada en
observaciones y el enfoque de especificacion estructural. Posteriormente, discutiremos
las caracteristicas principales del espacio de estados, los motivos que nos han llevado a
seleccionar esta formulacion, su interpretacion y sus aplicaciones mas habituales en

econometria.

1.2 Terminologia: identificacion, especificacion, identificabilidad

Siguiendo al profesor Lennart Ljung (1999), podemos definir la identificacion de
sistemas como el arte de crear modelos matematicos sencillos y precisos para sistemas
complejos a partir de series temporales de observaciones “ruidosas”. Bennet (1979, p.

20) indica las siguientes etapas del proceso general de analisis de sistemas ':

" Traduccion propia. Bennet se refiere a la etapa 2 como “identificacién y especificacion del sistema”, en
consonancia con la metodologia de Box-Jenkins. Como indicamos mas adelante, nosotros utilizaremos el

término “identificacion” en un sentido mas amplio, conforme a su uso en teoria de sistemas.
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Etapa 1 : Hipotesis previas sobre la estructura del sistema

v

Etapa 2 : Especificacion del sistema

v

Etapa 3 : Estimacion de parametros D

v

Etapa 4 : Validacion del modelo, contrastes de ajuste

v

Etapa 5 : Prediccion, control, explicacion, simulacion

I

1

Figura 1-1. Etapas del analisis de sistemas. Basado en Bennet (1979).

Centrandonos en la etapa 2, especificar un modelo paramétrico para un sistema es
encontrar una expresion matematica parameétrica, con un numero finito y determinado
de parametros desconocidos, que consideramos capaz de representar o captar las

relaciones que existen entre las variables en estudio.

A modo de ejemplo, una posible especificacion de un modelo para una serie temporal es

la especificacion conocida como AR(1):

(Ye-p)=01(yer - 1) e

donde ¢, es ruido blanco i.i.d. (0, 6%), u = E(y,) y ¢ es un parametro del modelo (que

podria ser desconocido a priori y a estimar, al igual que 6° y ).

Para especificar un modelo se debe elegir primero, de forma explicita o implicita, un
tipo de formulacion matematica. Por ejemplo, para sistemas lineales podemos
considerar, entre las distintas opciones, una formulacion ARMA, o una formulacién en
el espacio de estados. En su formulacién genérica, estos modelos cuentan con un
nimero indeterminado de parametros: por ejemplo, si elegimos un modelo ARMA (p,
q), los 6rdenes p y q, de la parte autorregresiva y de medias moviles, son a priori
desconocidos y tan elevados como sea necesario. Sin embargo, una vez fijados, los

valores p y q limitan el nimero de parametros del modelo y concretan el “aspecto” y

-4 -



Identificacion de Sistemas en el Espacio de Estados

posibles propiedades del modelo, por lo que a estos valores se les conoce como
“hiperparametros”. Del mismo modo, para una formulacion en el espacio de estados, el

orden (n) de un modelo es el (unico) hiperparametro.

Especificar un modelo consiste en elegir un tipo de formulacién matematica del modelo
y fijar un valor para los hiperparametros, ademas de (posiblemente) fijar un valor (o

unas restricciones) para algunos de los parametros.

En el campo de la teoria de sistemas, el término “identificacién” abarca todo el proceso
de busqueda de un modelo para el sistema en estudio, incluidas las etapas de
especificacion del sistema (seleccion del tipo de modelo y del orden del mismo) y de
estimaciéon de los parametros del modelo. Sin embargo, en el analisis de series
temporales, diversos autores (en particular, la metodologia Box-Jenkins) utilizan el
término “identificacion” para referirse en particular a la etapa de seleccion del orden del
modelo (p.e., la determinacion del niimero de retardos significativos en un modelo

ARMA).

En este trabajo utilizaremos el término “identificacion” en el sentido amplio
correspondiente a la teoria de sistemas, reservaremos el término “especificacion” para la
etapa de seleccion del tipo de modelo y su orden, y utilizaremos el término “estimacién”
para referirnos inicamente a la etapa de estimacion de los parametros de un modelo ya

especificado.

En cuanto a la propiedad de identificabilidad, un modelo paramétrico es identificable a
partir de observaciones del sistema si la funcion de verosimilitud de una muestra
(expresada en funcion de los parametros del modelo) presenta un maximo en un Gnico
punto (vector) correspondiente a unos valores concretos de los parametros, de forma
que esos valores de los pardmetros serian identificables por estimacion méximo-
verosimil. Si para cualquier muestra observada del sistema existen distintas
combinaciones de valores de los pardmetros que generarian esa muestra con igual
probabilidad, el modelo no es identificable, y podemos elegir entre distintas
representaciones equivalentes (observacionalmente). Si trabajamos con formulaciones
no identificables, como es el caso de una formulacion en el espacio de estados,
podemos, sin perder generalidad, imponer condiciones adicionales sobre los parametros

del modelo para obtener una representacion particular, de entre las representaciones
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equivalentes. Estas representaciones particulares identificables se denominan formas

canonicas.

1.3 Especificacion estructural frente a basada en observaciones

El enfoque de obtencion de modelos paramétricos en identificacion de sistemas es
distinto al enfoque que utiliza la econometria basada en modelos o “estructural”. La
identificacion de sistemas parte de formulaciones o tipos de modelos matematicos
flexibles y generales (modelos ARMA, espacio de estados, redes neuronales, etc.) y
obtiene una representacion particular lo mas sencilla posible que “capte” las
caracteristicas o relaciones dinamicas entre las variables del sistema observado. El
enfoque estructural, en cambio, parte de teorias o hipotesis sobre el “proceso generador”
de las observaciones, que se traducen en unas ecuaciones matematicas que relacionan

entre si las variables del sistema.

Para modelos paramétricos, tanto el enfoque de identificacion de sistemas como el
enfoque estructural proporcionan en un primer paso un conjunto de ecuaciones con un
nimero limitado de parametros a estimar, o modelo especificado. Valores apropiados
para esos parametros desconocidos son entonces calculados mediante algun

procedimiento de estimacion.
Especificacion estructural

El enfoque estructural determina la “estructura” paramétrica de las ecuaciones del
modelo basandose en alguna teoria econdmica o hipotesis sobre la relacion existente
entre las variables en estudio. En definitiva, este enfoque introduce en el modelo el
conocimiento “a priori” que pueda existir sobre el proceso generador de las
observaciones. El “tipo de modelo” o formulacion matematica elegida bajo un enfoque
estructural tiene, normalmente, una interpretacion sencilla en relacion con la teoria
econdmica subyacente (regresion, ecuaciones en diferencias,...). Ademas de determinar
la estructura general de las ecuaciones del modelo (hiperparametros), el enfoque

estructural suele establecer a priori los valores de algunos de los parametros.

El enfoque estructural es el mas caracteristico de la econometria, que algunos autores

definen como “la parte de la economia que se ocupa de la estimacion empirica de
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relaciones econoémicas”. La Figura 1-2 es ilustrativa del enfoque habitual en
econometria, donde el modelo econométrico se alcanza basandose en una teoria
econdmica, que es plasmada mediante algin tipo de formulaciéon matematica. La
formulacion del modelo se trata en realidad de un proceso iterativo: si el modelo no es

validado se procede a modificarlo o reformularlo.

Te(?rlq Hechos
Econdmica
Modelo Observaciones Teo’rlz'l
Estadistica
Modelo Datos Técnicas
Econométrico Procesados Econométricas

/

\ '

Estimacién y contraste del modelo econométrico

. | N

Analisis Prediccion Evalua}glon de
Estructural Politicas

Figura 1-2. El enfoque econométrico. Basado en Intriligator, Bodkin y Hsiao (1996).

Sin embargo, la econometria también ha abordado la cuestion de especificacion de
modelos basdndose en observaciones, propia de la identificacion de sistemas. El
ejemplo mas conocido es posiblemente la metodologia Box-Jenkins de identificacion de

modelos ARMA.

! Intriligator, Bodkin y Hsiao (1996).
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Especificacion basada en observaciones

El enfoque de especificacion basada en observaciones parte explicitamente de algin
tipo de formulacion matematica genérica flexible, con capacidad de representar una
amplia variedad de procesos diferentes. Para el caso de sistemas estocasticos lineales,
por ejemplo, podemos partir de formulaciones ARMA o espacio de estados.
Dependiendo de las caracteristicas estadisticas existentes en una muestra observada del
sistema a modelar, se elige un determinado valor minimo para los hiperpardmetros del
modelo, de forma que el modelo sea capaz de ajustar las caracteristicas estadisticas de la
muestra observada. En definitiva, a partir de los datos, se determina un conjunto de
restricciones sobre los parametros del modelo genérico. En general, y buscando la
parsimonia, estas restricciones establecen que todos los parametros del modelo genérico
son nulos, salvo un conjunto reducido de ellos que resulta suficiente para captar

(reproducir) las caracteristicas del sistema en estudio.
Comparacion entre los enfoques de especificacion

Como hemos indicado, al buscar un modelo apropiado para un sistema en estudio
podemos distinguir dos procedimientos alternativos para especificar un modelo: el
enfoque “estructural”, de acuerdo a la teoria (caracter deductivo), y el enfoque basado

en observaciones, de caracter inductivo.

Ninguno de los dos enfoques de especificacion esta exento de riegos. La especificacion
estructural impone una serie de restricciones que, si son ciertas, permiten estimar mejor
los parametros del modelo, ya que los pardmetros fijados a priori no se ven sujetos a
variabilidad muestral, y el resto puede ser estimado con mayor precision. Ademas, estos
modelos pueden venir respaldados por principios cuya validez empirica estd contrastada
historicamente mas alla de lo que resulta posible mediante el rango de observaciones del
sistema en estudio. Sin embargo, conviene no olvidar que la forma estructural de las
ecuaciones que relacionan las variables se ha impuesto desde un punto de vista teorico,
en forma de hipdtesis del modelo. Si los datos practicos observados no se corresponden
con las caracteristicas del modelo tedrico especificado, quizd podamos rechazar

(estadisticamente) las hipotesis del modelo. Por el contrario, si las observaciones si se
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ajustan al modelo teorico, todo cuanto podemos aceptar es que la realidad observada no

. . . ., .1
ofrece suficiente evidencia en contra de nuestras hipotesis .

La especificacion basada en observaciones asegura, en cierta medida’, que el modelo
especificado es capaz de captar la estructura subyacente a las observaciones en las que
se ha basado la especificacion. Sin embargo, el modelo so6lo serd valido si en el futuro
las series observadas mantienen las mismas caracteristicas estadisticas presentes en el

conjunto de observaciones utilizado para la especificacion.

Deistler (1996) realiza un analisis historico de la inclinacion de los econdmetras hacia
uno u otro tipo de especificacion. Entre otras consideraciones interesantes, cita la
decepcidn provocada por los grandes modelos estructurales es los afios 70, al comprobar
que sus predicciones eran superadas por las de sencillos modelos univariantes
identificados mediante la metodologia Box-Jenkins. Segin Deistler, no existe
actualmente una opinién clara sobre qué aproximacion es preferible, si bien existe una
tendencia a la especificacion estructural cuando los objetivos son el analisis econdmico,
la simulacion de politicas o la prediccion a medio plazo, y una tendencia a la
especificacion basada en observaciones, tipo VAR o con modelos “caja negra”, cuando

se busca prediccion a corto plazo.

El enfoque estructural es el enfoque habitual si, al abordar el estudio de unos datos,
contamos a priori con informacion sobre el modelo generador de esos datos, o contamos
con unas hipdtesis que consideramos fiables sobre como es ese modelo generador. Si
contamos con informacién suficiente como para poder establecer de forma precisa la
estructura de las ecuaciones del modelo y se cumple que los datos estudiados

corresponden realmente al modelo considerado, entonces la imposicion a priori de la

" No olvidemos que, en el mejor de los casos, estaremos contrastando la probabilidad de que unas
observaciones se correspondan con un determinado modelo matematico, y no la correspondencia con
unas determinadas hipdtesis economicas. Normalmente existiran multiples teorias econdmicas distintas y
compatibles con un mismo modelo matematico, ademas de multiples modelos matematicos compatibles
con unos datos. Uno de los casos mas habituales (donde a menudo se olvida este punto) es el de la teoria

de la eficiencia de los mercados, junto con los contrastes de camino aleatorio para los precios.

* También en el enfoque “caja negra” existe la hipétesis previa de que el sistema es lineal de pardametros

constantes.
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estructura de las ecuaciones nos permite, en general, mejorar las estimaciones de los
parametros. Sin embargo, si los datos no corresponden al modelo considerado,
tendremos simplemente un modelo mal especificado, que posiblemente no cumplira
bien sus objetivos y serd incapaz de captar correctamente la estructura del proceso
generador. Pese a ser el enfoque mas frecuente en econometria, no esta exento de
riesgos. Como indican Aoki y Havenner (1991), en ocasiones las restricciones sobre las
ecuaciones del modelo son discrecionales, y teorias alternativas conducen a
restricciones contradictorias. Imponer restricciones erroneas conduce a modelos mal

especificados.

El enfoque de “caja negra” apenas impone restricciones a priori sobre el modelo
generador: se parte de un modelo general con un amplio numero de pardmetros y es el
analisis de los datos el que va permitiendo imponer restricciones sobre esos parametros,
de forma que podamos encontrar un modelo generador lo mas sencillo posible sin dejar
de “explicar” los datos en estudio. Este es, por ejemplo, el enfoque de Box-Jenkins, que
considera modelos ARMA generales y los particulariza a unos datos determinados:
establece primero, a partir del anélisis de los datos, qué parametros es probable que sean
significativos (es decir, especifica el modelo, lo deja expresado en funciéon de unos
pocos parametros, imponiendo que el resto son nulos) y, una vez especificado el

modelo, proporciona estimaciones de los pardmetros del modelo.

Independientemente de las preferencias particulares o prevencion que podamos tener
hacia modelos estructurales o hacia modelos tipo “caja negra”, existen aspectos, como
la prediccion, en los que los modelos pueden ser facilmente contrastados. Como indican
Aoki y Havenner (1991), refiriéndose a los métodos univariantes de series temporales,
“es notable que funcionen tan bien como lo hacen en tantas ocasiones, puesto que
dificilmente se puede sostener que los bajos 6rdenes obtenidos en el analisis de series
temporales univariantes reflejen el orden probable del modelo estructural subyacente,

’)1

con independencia de la teoria estructural particular que se adopte™.

' Traduccioén propia
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1.4 El espacio de estados

Una forma general de representacion de un modelo lineal invariante en el tiempo con

perturbacion o ruido afnadido es la funcion de transferencia (Ljung 1999, p. 45):
yi=G(L) ug + H(L) e

Donde L es el operador retardo,

GL)=Y GLX HL)=1+Y H,L,

k=1 k=1

y €; es una secuencia de variables aleatorias independientes con esperanza cero y matriz

de covarianzas R.

En la practica trabajamos con modelos en los que realizamos una simplificacion:
suponemos que G(L) y H(L) son expresables mediante un ntimero finito de parametros.
Las funciones de transferencia racionales y las formulaciones en el espacio de estados
con dimensioén finita con coeficientes constantes son formulaciones generales que

permiten representar este tipo de modelos lineales invariantes en el tiempo.
Otras formulaciones paramétricas generales de sistemas lineales son:
* El modelo estructural dindmico general:

F(L) yi= G(L) u; + H(L)e;

con F(L) = i F. LY, GUL)= i G(L*, H(L)= i H, L*

k=0 k=0 k=0

= La forma reducida, en la que Fo = I, y a la que se puede llegar a partir del

modelo general si existe Fo'(L).

= La formulacion VARMAX, que es una representacion en forma reducida en

la que ademas se impone Hy =1:
I+F L+FL+. ) y=GL)u+(I+H L+H,L*+..) e

Para sistemas estocasticos, tendriamos la formulacion VARMA:
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I+F L+FL*+.)yy=I+H L+H,L*+..) e

Por su parte, la formulacion general del espacio de estados admite distintas expresiones,
como se detalla en el Anexo III; tras examinar las distintas posibilidades, en este trabajo
hemos optado por tomar como referencia la representacion y notacion de Ljung (1999)
para modelos en el espacio de estados con coeficientes constantes. La tunica salvedad
respecto a su notacion es que utilizamos el simbolo z en vez de x para el vector de
estados. El motivo es que el simbolo x se ha utilizado histéricamente en distintos
modelos econométricos, como el de regresion o el de datos de panel, para representar las
variables exogenas; para no crear confusion, reservaremos los simbolos x (habitual en
econometria) y u (habitual en teoria de sistemas) para representar variables exogenas, y

representaremos el vector de estados mediante el simbolo z.

Asi pues, la representacion y notacion adoptada (en forma de innovaciones y con

parametros constantes, que sera el caso en que nos centraremos) es
21 = Az, +Bu+Ke  Ecuacion de transicion de estados
yi = Cz+e Ecuacién de observaciones
donde e; es ruido blanco de esperanza E(e;) = 0 y matriz de covarianzas E(e; ¢’;) = R.

Para el caso de procesos estocésticos, en que no se consideran variables exogenas uy,

tendriamos
z1= Az + Ke; Ecuacion de transicion de estados
yi = Cz +e Ecuacion de observaciones
donde e es ruido blanco de esperanza 0 y matriz de covarianzas E(e; e’;) = R.

Asi pues, una representacion en el espacio de estados de un sistema estocastico lineal de

series temporales y; quedaria definida por el conjunto de matrices {A, K, C, R}.
Los motivos para seleccionar la representacion de Ljung como base son:

» Es la notacién mas utilizada, practicamente estandar, en el campo de la
Teoria de Sistemas (Teoria de Control), que es el campo en el que mas se ha
desarrollado el estudio y aplicacion del filtro de Kalman. Trabajos avanzados
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en el estudio de series temporales en el espacio de estados — Aoki (1990),
Aoki y Havenner (1991), Bauer y Wagner (2002)- han adoptado también una

notacion similar.

= Las variables exdgenas aparecen de forma explicita, con su propia matriz de

parametros, lo cual supone claridad en la representacion e interpretacion.

= Es la representacion con la que trabaja el modulo de Identificacion de

Sistemas de MATLAB.

1.5 Identificacion e identificabilidad en el espacio de estados
Identificacion estocastica en el espacio de estados

Esta tesis estd centrada en la identificacion de sistemas lineales estocasticos, en los que
no se consideran variables exdgenas de entrada al sistema, discretos y de parametros

constantes.

La metodologia de andlisis de procesos estocasticos se ha desarrollado particularmente
para el caso de los procesos estacionarios, cuyas propiedades estadisticas son constantes
en el tiempo. La forma tipica de abordar el estudio de estos sistemas es la de encontrar
un filtro lineal tal que, al ser excitado por una entrada tipo ruido blanco, produce una

salida cuyas caracteristicas estadisticas coinciden con las del proceso estudiado.

Precisando un poco mas, como indican Vaccaro y Vukina (1993), un modelo
matematico para un proceso estocastico estacionario de dimension finita es un sistema
lineal invariante en el tiempo tal que, al ser excitado por ruido blanco, produce una
salida que es equivalente (en sus propiedades estadisticas) al proceso estocastico
considerado. Los pardmetros del modelo matematico pueden ser, entre otras opciones,
coeficientes de una ecuacion en diferencias (modelo ARMA) o pardmetros de un

modelo en el espacio de estados.

Van Oberschee y De Moor, (1996, p. 58) formulan el problema general de
identificacion estocastica en el espacio de estados con coeficientes constantes al que nos

enfrentamos (ver anexo I[V.1). Si adaptamos este problema a la formulacion en
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innovaciones que hemos adoptado, podemos formular nuestro objetivo de identificacion

COmo:

Dado un conjunto de T observaciones y; , de dimensiéon m (m series
temporales), correspondientes a un sistema de pardmetros desconocidos que

evoluciona conforme a las ecuaciones
z.1= Az,+Ke, Ecuacion de transicion de estados
yi = Cz+e Ecuacion de observaciones
donde e; es un vector ruido blanco de esperanza cero que cumple
E(ek e’j) =R Skj
Encontrar:
= El orden n del sistema (especificacion del modelo).

= Unas matrices A, K y C (susceptibles de transformacior
correspondiente a un cambio de base de los estados) y una matriz R
tales que los estadisticos de segundo orden de la salida del modelo y

de las series observadas sean iguales.

El espacio de estados ofrece caracteristicas propias respecto a la interpretacion del
modelo, la especificacion del mismo y la estimacion de parametros. Aunque la
formulacion en el espacio de estados es equivalente a otras formulaciones alternativas
generales y paramétricas de un sistema lineal, como la funcion de transferencia o las
formulaciones VARMA, existen algoritmos y métodos de identificacion desarrollados
especificamente para trabajar con cada tipo de formulaciéon. Cuando el modelo es
desconocido y nuestro objetivo es identificar un modelo apropiado a partir de
observaciones (inferencia sin teoria economica de partida), los distintos métodos de

identificacion conducirdn (posiblemente) a la obtencion de distintos modelos.
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Identificabilidad de un modelo en el espacio de estados.

Como hemos indicado, en muchas ocasiones los pardmetros del modelo subyacente a las
observaciones seran desconocidos, y nuestro objetivo sera encontrar una representacion
de ese modelo (Harvey 1989, p. 205). La formulacion general en el espacio de estados
subraya una particularidad en este caso: una representacion en el espacio de estados no
es identificable, al menos hasta que impongamos algunas condiciones, que posiblemente
seran arbitrarias . Una forma candnica en el espacio de estados es una formulacion que
establece suficientes condiciones adicionales sobre los parametros del sistema para que

la representacion sea Unica, identificable.
Supongamos que un sistema es representable en el espacio de estados por las ecuaciones
z.1 = Az, +Ke Ecuacion de transicion de estados
y: = Cz +e Ecuacion de observaciones

donde e; es ruido blanco de esperanza 0 y matriz de covarianzas E(e; €’) = R.
Consideremos ahora unos nuevos estados definidos por z*; = T z; , donde T es una
matriz no singular cualquiera de dimensiones coherentes con el vector de estados.

Entonces, las primeras igualdades de las ecuaciones
z% = A*z%+K*e, = TAT Tz +TKe,
Yi =C*Z*t+et = (:’T_1 TZt+et

donde las matrices A*, K* y C* estan definidas de forma que se cumplan las segundas
igualdades (esto es, A* =T AT' K* =T Ky C* = C T"), representan también el
mismo sistema estudiado. Ambas representaciones generan la misma funcion de
distribucion conjunta para las variables, por lo que la probabilidad de generar un
conjunto de observaciones dado es la misma para las dos. Se dice que ambas

representaciones son indistinguibles observacionalmente: dada una secuencia de

! Otros tipos de formulaciones matematicas, como los modelos ARMA, también precisan imponer, de
forma implicita o explicita, una serie de restricciones para que la representacion sea identificable (Bauer y

Wagner 2003, p.7).
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variables observadas y;, ¢sta puede haber sido generada con igual probabilidad por
multiples posibles representaciones distintas en el espacio de estados. Se pueden
encontrar infinitos vectores de variables de estado que, junto con unas matrices del
sistema adecuadas, generarian con igual probabilidad la secuencia observada. Por este
motivo decimos que la representacion de un sistema en el espacio de estados no es
unica. Dentro de todas las distintas representaciones posibles, preferiremos, en general,

aquellas que minimicen el nimero de variables de estado y el nimero de parametros.

Consecuencia de lo anterior es que, incluso con una representacion que utilice el minimo
numero de estados necesario (ver Anexo II), para poder identificar los parametros de una
representacion en el espacio de estados es necesario imponer unas condiciones sobre las
variables. En particular, dado que los estados pueden sufrir rotaciéon y cambio de escala
sin que por ello dejen de poder representar el sistema (cambiarian las matrices A, Ky C
segun lo indicado anteriormente, absorbiendo los cambios en los estados), para la
identificacion es necesario fijar un sistema coordenado para los estados, lo que

normalmente se traduce en imponer condiciones adicionales sobre las matrices A, Ky

C.

1.6 Modelado econémico en el espacio de estados. Interpretacion
Componentes no observados

La formulacion en el espacio de estados trabaja con un conjunto de componentes no
directamente observados pero de dindmica conocida (estados), subyacentes a un

conjunto de variables observadas.

Podemos considerar que una serie observada (yi ) estd compuesta por un conjunto de n

componentes no observados u¢ = [u;; Uz ... Un¢]’, s decir,
n
yi = ZCl.uijt =[c1,C2, ... Cp | U
i=1

Si postulamos una descomposicion de este tipo, y postulamos también la dinamica de

evolucion de los componentes u;; , obtenemos una formulacion en el espacio de estados.
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Revisaremos brevemente algunos modelos habituales en econometria que se adaptan en

su interpretacion a una formulacién en el espacio de estados.
Modelos de series temporales estructurales

Un modelo de series temporales estructurales (Durbin y Koopman 2001, p. 39; Harvey
1989) es un modelo que postula que la serie observada esta formada por un componente
tendencial, un componente estacional o ciclico y un término de error, y donde dichos

componentes son modelados de forma explicita. Consideremos por ejemplo el modelo
Vi = [ T €1t e1~N (0, o,%)
Wt =Wt 0+ ex  ex~N (0, )
Ot = 0, + e es.~ N (0, 63%)

En este modelo la variable p se interpreta como un “nivel aleatorio” o tendencia
estocastica para la serie observada, y la variable 0, que sigue un camino aleatorio, se

interpreta como una “pendiente aleatoria”.

Aunque este enfoque de andlisis de series temporales utiliza el término “estructural”, lo
cierto es que a menudo las ecuaciones del modelo no vienen marcadas por ninguna
teoria econdmica, sino que responden a una descomposicion “intuitiva” de una serie
temporal en distintos componentes no directamente observados. A uno de los
componentes se le denomina tendencia porque se le impone un modelo que implique el
seguimiento de la serie observada con una cierta suavidad. A la diferencia entre la
tendencia y la serie observada se le denomina ciclo, y se le impone un modelo

. .1
estacionario .

Clark (1987), siguiendo este enfoque, postula un modelo para la actividad econémica

(yt) de la forma

Ytth+Ct

' Se entiende el ciclo como la diferencia entre la tendencia y la serie observada, para el que se postula un
modelo estacionario, pero no necesariamente se le exige que presente raices complejas, es decir, no se le

exige que su respuesta a impulsos sea sinusoidal.
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Ti=Te +di +er
di=du1 +ex
O(L) Ci= ez

. . . . 2 2
donde ey, ey, €3 son procesos de ruido blanco independientes y de varianzas 6,°, 65,
03°, respectivamente, y (L) es un polinomio finito en el operador retardo L. Clark

estudia distintas especificaciones para ®(L).
Modelos de componentes comunes

Estos modelos postulan la existencia de factores no observados comunes a un grupo de
series observadas. En cualquier caso, se requiere especificar la dindmica de los

componentes no observados.

Asi por ejemplo, Stock y Watson (1991) postularon la existencia de un componente no
directamente observado C; que representa el estado del ciclo economico, de forma que
un conjunto de n variables macroeconémicas observadas (yi, Yan..., Ynt) estarian
influenciadas por el estado del ciclo ademas de contar con un componente individual
propio (Sit, Sat,--.» Snt) que€ se supone incorrelacionado con el de las demés. Estos modelos
exigen especificar tanto la dinamica del componente C; como la dindmica de los
componentes individuales de cada serie. Si, por ejemplo, se supone que tanto el ciclo
como los componentes individuales siguen una estructura AR(1), un modelo en el

espacio de estados seria

[ Cur ) (¢, 0 0 .. 0 [ Cy (ect )
81,t+1 0O ¢ 0 - 0 S1t €1t
So+1| = 0 0 ¢ 0 Sat + €t

“ Sp,t+1” «C0 0 O ¢1‘1J \ Spt 7 -« Cnt

Vi M nlo .o0Y[cC ]
el e | fmo e
: : S Sot
Yt o Yo 0 0 ... 1

“ Sn,t J
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donde el parametro y; representa la sensibilidad de la variable i respecto al ciclo

econdmico.

También bajo este enfoque de componentes comunes, Pefia y Poncela (2005) abordan el
analisis de factores comunes no observables dindmicos y no estacionarios. El modelo de
cointegracion responde en particular a estas caracteristicas, ya que la cointegracion
equivale a la existencia de tendencias estocasticas comunes a un conjunto de series

temporales no estacionarias.
Modelos de coeficientes variables

Podemos considerar un modelo de estructura similar al de regresion (yr= B’ x; + ¢ ) en
el que los coeficientes 8 no sean estaticos, sino que varien en el tiempo conforme a una

dinamica determinada, por ejemplo, que sean paseos aleatorios Bir; = B¢+ v; .

Wells (1996) estudia y sugiere una amplia serie de fendmenos econdomicos
(principalmente financieros) planteables en términos de coeficientes dindmicos, siendo
el ejemplo mas tipico el de los coeficientes beta dindmicos para las acciones en
finanzas, en un modelo tipo CAPM (del Olmo y Hernandez 1991). Este modelo puede

formularse en el espacio de estados mediante las ecuaciones
B t+1 = B Vi
It = I'f‘l‘ (rm’t—rf)Bt‘l‘ €t

donde (r,) es la rentabilidad' de un activo en el periodo t, (rms) es la rentabilidad del
mercado en ese periodo, (rr) es la rentabilidad libre de riesgo y (vi, e;) son

perturbaciones tipo ruido blanco de esperanza cero y matriz de covarianzas a estimar.

" En realidad, el CAPM estd formulado en expectativas, por lo que se deberia trabajar con las
rentabilidades esperadas. Lamentablemente, las rentabilidades esperadas no son observables, lo cual, por
otro lado, convierte al CAPM en un modelo imposible de contrastar (si no se aflade un modelo de

formacion de expectativas).
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Podriamos aumentar la generalidad contemplando para los coeficientes variables una
dindmica de la forma B;; = A B; + v, o podriamos incluir entre las variables

explicativas retardos de las variables observadas.

En cualquier caso, en estos modelos de coeficientes variables, los pardmetros variables
son estados del sistema, para los que es necesario especificar una ecuacion dindmica, y
su valor en cada instante es estimable mediante el filtro de Kalman. Entre otros
aspectos, esta estimacion de un modelo de coeficientes variables permite realizar
contrastes sobre la estabilidad de los mismos. Wells (1996) ofrece una revision muy
completa de diversos contrastes de estabilidad de coeficientes, desde el conocido
cusumsq (Cumulative Sum of Squared Recursive Residuals, basado en los residuos de
una estimacion recursiva por minimos cuadrados) hasta el que Wells denomina flexible

least squares, basado en el filtro de Kalman.

Pese al atractivo tedrico de estos modelos de coeficientes variables, se presentan varias
dificultades tedricas al abordarlos. La primera de ellas estd asociada al propio concepto
de pardmetro. Al estimar un pardmetro de un modelo tratamos de captar una
caracteristica estable en los datos observados. Si esa caracteristica no es estable, se
enturbia el concepto de parametro. La segunda dificultad teérica es que para estimar
esos parametros cambiantes debemos especificar a priori su estructura dindmica, su
ecuacion de transicion en el tiempo. Los resultados que obtengamos dependerdn en gran
medida de la especificacion de esa estructura dindmica, que en la mayoria de los casos
se impone de forma arbitraria, sin sujecion a una teoria econdmica. Lamentablemente,
este enfoque de parametros variables conduce en muchos casos a modelos que, aunque
resultan compatibles con los datos, no aumentan la capacidad predictiva y, a menudo,

enturbian su capacidad explicativa.

Por los motivos anteriores, en esta tesis nos hemos limitado a los modelos de
coeficientes constantes, reconociendo la utilidad que estos modelos de coeficientes
variables pueden ofrecer para estudiar modelos no lineales y modelos con cambio de

régimen.

Citando algunos otros problemas econémicos que de forma natural se adaptan a una
formulacion en el espacio de estados, o que han sido abordados desde la misma,

Gourieroux y Monfort (1997) destacan los modelos de “expectativas racionales” y los
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modelos de aprendizaje (estos ultimos caen dentro del campo de los parametros

variables).

1.7 Estimacion de parametros en el espacio de estados

Una vez especificado el modelo en el espacio de estados, quizad el enfoque mas obvio
para la estimacion de pardmetros sea el de mdaxima verosimilitud, supuestas
perturbaciones gaussianas. Este enfoque (Harvey 1989, pp. 125-127; Hamilton 1994,
pp. 385-387; Gourieroux y Monfort 1997, pp. 592-597), consiste en un calculo
recursivo de la funcion de verosimilitud mediante el filtro de Kalman y una busqueda

del maximo por métodos numéricos, tal como se detalla en el anexo 1.7.

Desde un punto de vista tedrico (sin considerar los problemas numéricos de este
procedimiento e imponiendo condiciones apropiadas y suficientes para solucionar el
problema de la identificabilidad del modelo), este enfoque resuelve el problema de la
estimacion en el espacio de estados. Vargas (1999) indica que éste puede ser el motivo
por el que en el campo de la Economia Cuantitativa no se ha prestado gran atencion a
algoritmos alternativos de estimacién como el propuesto por Aoki. Sin embargo, los
resultados de los trabajos realizados sobre este tema (ver, por ejemplo, Harvey y Peters
1984) indican que el enfoque de méxima verosimilitud puede ser un método

singularmente complejo, incluso en los modelos mas simples.

Por otro lado, el enfoque de maxima verosimilitud precisa contar con buenas
estimaciones iniciales para comenzar los métodos numéricos de busqueda. Esto
justificaria también la utilizacion de métodos alternativos de estimacion, si resultan

suficientemente rapidos.

En los ultimos afios se han desarrollado particularmente los denominados métodos de
subespacios, que permiten tanto la especificacion del modelo en el espacio de estados
como la estimacion de los parametros del mismo, a partir de observaciones del sistema.
Como veremos mas adelante, el método de Aoki comparte muchos puntos en comin

con estos algoritmos, y puede ser considerado como un caso particular de los mismos.
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1.8 Motivos para una identificacion en el espacio de estados

El espacio de estados permite partir de un modelo estructural (especificado), en el que
las variables y sus relaciones tengan una interpretacion fisica o econdmica, y llevar a
cabo la estimacion de los parametros del modelo. Del mismo modo, es posible plantear
a priori modelos en los que las series observadas se ven formadas por componentes
“interpretables intuitivamente” y cuya dindmica es postulada a priori, y los parametros
de estos modelos pueden entonces ser estimados. Ademas de esta importante ventaja de
permitir especificaciones “intuitivas” e interpretables, podemos plantearnos qué justifica
la utilizacion del espacio de estados de cara a la identificaciéon de un modelo para un
sistema, qué ventajas puede presentar frente a otras formulaciones de modelos lineales

como la formulacion VARMA.

Ljung (1999, p. 524), refiriéndose a los aspectos practicos de la identificacion de

sistemas multivariable, indica:

“Los sistemas multivariable son a menudo mas complejos de modelar. En
particular, los sistemas con varias salidas pueden resultar dificiles. Una de las
razones de esta dificultad es que el acoplamiento entre varias entradas y salidas
conduce a modelos complejos: las estructuras son mas ricas y se requieren mas

parametros para conseguir un buen ajuste.

Con caracter general, es preferible trabajar con modelos en el espacio de estados
para el caso multivariable, ya que la complejidad en la estructura del modelo es
mas sencilla de tratar aqui. Basicamente es una cuestion de elegir el orden del

1
modelo.”

Volviendo entonces a la cuestion de qué ventajas ofrece la representacion en el espacio

de estados para la identificacion del sistema, resaltamos en particular:

1.- Facilidad comparativa en la especificacion del modelo, especialmente en el caso de
series multivariable. Nos referimos aqui a una especificacion basada en la informacion

contenida en los datos u observaciones del sistema, y no a una especificacion basada en

' Traduccion propia.
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intuiciones o teorias previas. Es importante resaltar también que el espacio de estados
permite ademas trabajar con modelos tipo “caja gris” (Ljung 1999), que combinan una
especificacion basada en observaciones con la consideracion de determinadas

caracteristicas o restricciones estructurales a priori.

2.- Como se indico en el apartado 1.7, el enfoque Kalman-maxima-verosimilitud para
estimacion de parametros resuelve, desde el punto de vista tedrico, la estimacion
maximo verosimil de parametros en modelos lineales, una vez éstos han sido

formulados en el espacio de estados.

3.- Existen métodos de especificacion y estimacion de parametros del modelo
desarrollados especificamente para la representacion en el espacio de estados. En
particular, pueden aplicarse los denominados métodos de subespacios, que analizaremos
posteriormente. La aplicacion de estos métodos puede realizarse como alternativa o
como complemento a otros procedimientos de estimacion, tales como la optimizacion

numérica de la funcion de verosimilitud.

Curiosamente, la utilidad del espacio de estados para realizar una especificacion de
sistemas multivariante basada en observaciones pasa desapercibida en gran parte de la
literatura econométrica actual sobre espacio de estados y series temporales, mas
centrada en la estimacion de pardmetros dado el modelo que en la especificacion del
propio modelo. A modo de ejemplo, indicaremos que ni el libro de Harvey (1989) sobre
filtro de Kalman y series temporales estructurales (compuestas por tendencia, ciclo y
error, que son modelados por separado), ni el manual de Hamilton (1994) dedicado al
analisis de series temporales, ni el libro de Durbin y Koopman (2001), sobre analisis de
series temporales en el espacio de estados, refieren esta utilidad del espacio de estados.
En estos textos, el espacio de estados se plantea bdsicamente como una manera de
formular un modelo previa a la aplicacion del filtro de Kalman, sin referencia a la
utilidad del espacio de estados para la especificacion del modelo. La especificacion en
el espacio de estados basada en observaciones ha sido desarrollada particularmente en el
campo de la identificacion de sistemas o teoria de control. Es en este campo en el que
los algoritmos de subespacios han evolucionado, relacionados so6lo con algunas
aportaciones aisladas, aunque notables, desde el campo de la econometria, como el

algoritmo de Aoki - Aoki y Havenner (1991)-.
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1.9 Equivalencia entre las representaciones ARMA y espacio de

estados

La representacion VARMA de un sistema y la representacion en el espacio de estados
son dos formas alternativas de representar un mismo objeto. Considerando procesos con
funcion de transferencia racional (ver Hannan y Deistler 1988 o Gilbert 1993 para una
discusion detallada), una determinada representacion en el espacio de estados
corresponde a una determinada funcion de transferencia, al igual que una determinada
representacion  VARMA también corresponde a una determinada funcién de
transferencia. Sin embargo, existen multiples representaciones VARMA y espacio de

estados para una misma funcion de transferencia dada.

Existe una equivalencia algebraica entre ambos tipos de representaciones de forma que,
dada una representacion de una funcion de transferencia en el espacio de estados
(/VARMA), es posible encontrar una representacion VARMA (/espacio de estados)
equivalente, que corresponde a la misma funcion de transferencia. Algoritmos para

pasar de una formulacion a otra se discuten en Aoki y Havenner (1991).

Hamilton (1994, p.375) indica un procedimiento para representar un modelo
ARMA(p,q) en el espacio de estados. Definiendo r = max (p, q+1), un modelo
ARMA(p,q) se puede representar como

Ye-1) = 01(yer - )+ da(yez - )+ oo T du(Yer - ) T uet Oues ot O U
donde ¢j=0paraj>py6;=0paraj>q.

Este modelo es formulable de forma equivalente en el espacio de estados mediante las

ecuaciones

Yt:M+[1e1 0, ...er_l]Zt
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( ( ¢1 ¢2 . (I)r-l ¢r A Ug+1 )
1 0 0 O 0
Zi+| 0 1 0 0 Z;
+
\ J . 0 0 . 1 0 J . J . 0 /

Pero esta transformacién no es unica, existiendo distintas opciones para pasar de una

representacion ARMA a una representacion en el espacio de estados.

Como hemos indicado, dentro de las posibles representaciones en el espacio de estados,
son de interés especialmente las denominadas representaciones minimas (ver Anexo II),

que utilizan la minima dimension posible del vector de estados.

Aoki (1976, 1990) y Terceiro (1990) indican un procedimiento para formular en el
espacio de estados y mediante una representacion minima las ecuaciones de un modelo

estructural lineal en forma reducida, es decir, un modelo de la forma
F(L) = G(L) X; + H(L) ()

donde y; es un vector de variables enddgenas; x; es un vector de variables exogenas; e; es
un vector de ruido blanco con E(e;) = 0y E(e; e’) = R; L es el operador retardo; y Fo=1,
lo que caracteriza la forma reducida del modelo. Como vimos, los modelos VARMAX
(y dentro de éstos los ARMA) son casos particulares de este modelo econométrico

estructural lineal en forma reducida, que ademas cumplen Hy = L.

Aunque, dado un modelo especificado, podemos encontrar representaciones VARMA y
espacio de estados equivalentes, la especificacion del modelo puede ser desconocida y
constituir entonces uno de los objetivos de la identificacion del sistema. Si la
especificacion del modelo es desconocida, los procedimientos de identificacion basados
en formulaciones distintas conduciran probablemente a modelos que no son
exactamente equivalentes. Esto es debido a que los procedimientos de identificacion
asociados a cada formulacion son distintos, con diferente complejidad, diferente
capacidad de ajustar con parsimonia las restricciones de los datos, y, en consecuencia,

distintos resultados.
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Como hemos visto, la identificacion de sistemas basada en la formulacion en el espacio
de estados presenta determinadas caracteristicas (tanto en la especificacion como en la
estimacion) que la hacen especialmente interesante, particularmente para el caso

multivariable.

- 46 -



Cointegracion
2 COINTEGRACION

2.1 Introduccion

En este capitulo desarrollamos los principales conceptos y métodos asociados al analisis
de la cointegracion de series no estacionarias. Una serie es estacionaria si su
distribucion de probabilidad no depende del tiempo, lo que implica una media y
varianza uniformes en el tiempo. Muchas de las series del mundo real, tanto en
economia como en ingenieria, resultan o parecen ser no estacionarias (una vez
eliminados los posibles componentes deterministas de la serie). El tipo de series no
estacionarias mas habituales son las series integradas de orden 1 6 series I(1), cuyas
primeras diferencias son estacionarias. El tratamiento estadistico de estas series exige
precauciones, porque los métodos de inferencia habituales pueden no ser validos. Asi
por ejemplo, los estadisticos de contraste de regresidon no siguen las distribuciones
estandar correspondientes a procesos estacionarios, lo que da lugar a las denominadas
regresiones espurias (con frecuencia se identifican como significativas relaciones que no

existen realmente).

Una forma de abordar las series I(1) es tomar diferencias, para trabajar con series
estacionarias. Sin embargo, si existe una relacion a largo plazo entre los niveles de las
series estudiadas (cointegracion), tomar diferencias hace perder esa relacion. La
cointegracion corresponde a una relacion a largo plazo entre variables I(1), relacién que

no se detecta bien con los contrastes habituales de regresion.

Aunque el andlisis de cointegracion ha sido estudiado principalmente en el campo de la
econometria, presenta también interés en ingenieria: el andlisis de cointegracion
proporciona informacion sobre el proceso subyacente y permite construir modelos con
menos parametros a estimar y mas precisos (suponiendo que realmente se produzca
cointegracion en el proceso generador subyacente). Larimore (2000) indica aplicaciones
industriales en los procesos de fabricacion de ldminas y andlisis de vibraciones. En
econometria, el analisis de cointegracion suele emplearse para contrastar la evidencia
empirica de relaciones lineales a largo plazo establecidas por la teoria econdmica, y/o

para estimar los coeficientes de esas relaciones lineales.

Después de presentar las ideas principales, discutiremos distintas representaciones

habituales de un sistema cointegrado. Nosotros buscamos una representacion en el
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espacio de estados, y propondremos una a partir de la representacion en forma de
“tendencias comunes” (representacion que presenta una clara similitud con la
formulacion en el espacio de estados). La representacion que proponemos resulta estar

relacionada con la forma candénica de Bauer y Wagner (2003).

Textos generales introductorios al concepto de cointegraciéon pueden encontrarse en
Greene (1999, cap. 18), y en Intriligator, Bodkin y Hsiao (1996, cap.11). Escribano
(1990) realiza una revision general de la literatura hasta el momento. Un analisis
detallado se presenta en Hamilton (1994, cap. 19 y 20), y en Banerjee, Dolado,
Galbraith y Hendry (1993). El enfoque de estimacion maximo verosimil de sistemas

cointegrados se desarrolla en Johansen (1988).

2.2 Series estacionarias, procesos no estacionarios y raices

unitarias

El concepto de cointegracion estd intimamente ligado con el de estacionariedad. Un
proceso aleatorio es estrictamente estacionario si su distribucion de probabilidad no
depende del tiempo. Un proceso aleatorio es débilmente estacionario (o estacionario en
covarianza) si los dos primeros momentos de su distribucion de probabilidad (media y

covarianzas) no dependen del tiempo.

Con caracter general utilizaremos el término estacionario para los procesos débilmente
estacionarios. Tenemos entonces que una serie y; es estacionaria (débilmente o de

covarianza estacionaria) si
Ey) = u
Var (y,) = 02y
Cov(y, yy) = f(t-s)

donde p y (52y son constantes para todo t, y donde f(t-s) es una funciéon que depende

exclusivamente de la diferencia (t-s) y no del periodo t.
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Intuitivamente, una serie temporal estocastica es estacionaria si los valores se mueven
alrededor de su valor medio, con un comportamiento (aspecto de las desviaciones

respecto a la media, suavidad de cambio) similar a lo largo del tiempo.

Un ejemplo extremo de serie estacionaria es la serie denominada ruido blanco, esto es,

una serie y; que cumple
E(y) =0,
Var (y) = o’
Cov(yt, ys) = 0.

Si una serie no cumple las condiciones de estacionariedad indicadas, entonces es no

estacionaria.

Ejemplos tipicos de series no estacionarias son:
Paseo aleatorio puro Yi= Ye1 T &
Paseo aleatorio con deriva yi= 0+ yu + &
Proceso estacionario con tendencia yi= a+ot +¢g

donde & es ruido blanco. En el primer caso se tiene que la varianza de y; no estd
acotada, aunque la esperanza sea estable; se trata de un camino aleatorio o paseo
aleatorio. La segunda serie contiene, ademas, una tendencia causada por el término 9, al
que se denomina “deriva”; se puede interpretar como una combinacion de una tendencia
determinista (causada por el término 9) y un paseo aleatorio. La tercera de las series

contiene una tendencia determinista (0 t) y es estacionaria en torno a dicha tendencia.
Fenomenos causados por la no estacionariedad

Durante mucho tiempo, la econometria ha limitado su andlisis a los procesos

estacionarios. Gourieroux y Monfort (1997)" indican que la razon practica de esta

" Traduccion al inglés de la edicion en francés de 1990
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limitacién es, probablemente, que los métodos econométricos clasicos (desarrollados
bajo la hipotesis de estacionariedad) presentan propiedades complejas e incluso
sorprendentes al ser aplicados a series no estacionarias. Asi por ejemplo, los
estimadores de regresion no siguen sus distribuciones habituales al aplicarse sobre
series no estacionarias. Entre estos fenomenos asociados a la falta de estacionariedad

destacan:

= La aparicion de regresiones espurias. Este fendmeno consiste en la aparicion
de altos coeficientes de correlacion R” entre procesos independientes (por
ejemplo, entre dos caminos aleatorios independientes), de forma que su
relacion lineal seria juzgada como significativa bajo los contrastes

habituales.

15

1 1 1
100 150 200

Figura 2.1. Una realizacion de dos caminos aleatorios independientes, con origen cero
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40

1 1 1 1
50 100 150 200 250 300

Figura 2.2. Ejemplo de realizacion de dos caminos aleatorios independientes. Se simuld con origen

cero para ambos. Aunque la casualidad ha provocado que las series volvieran a juntarse, no existe

ninguna fuerza que las obligue a converger o a mantener una relacion lineal determinada.

Una velocidad de convergencia mayor de los estimadores de minimos
cuadrados ordinarios (MCO) de coeficientes autorregresivos. Asi por
ejemplo, en el modelo autorregresivo y; = py.; + € con |p| < 1 (caso
estacionario), el estimador MCO de p converge al verdadero valor del
parametro con velocidad de convergencia 1/NT; en cambio, si el valor de p es
1 (caso no estacionario), la velocidad de convergencia es 1/T. Este fenomeno
se conoce como superconsistencia. Ademads, el sesgo que en el caso
estacionario se produce en estos estimadores debido a perturbaciones
autocorrelacionadas, tiende a cero rapidamente en el caso no estacionario,

por lo que los estimadores MCO mantienen la consistencia.

Los estadisticos t-Student asociados al contraste p = 1 no convergen a una
distribucion normal N(0,1), lo que exige modificar los procedimientos de
contraste habituales. Las distribuciones asintoticas de estos estadisticos son

distribuciones inusuales.
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Asi pues, el tratamiento de series no estacionarias exige algunas precauciones.
Tendencias deterministas y tendencias estocasticas

Como indica Hamilton (1994), pese al amplio desarrollo de la teoria de series
temporales estacionarias, muchas de las series econdémicas y financieras que se
encuentran en la préactica presentan tendencias (piénsese, p.e., en el PIB nominal), las

. . .1
cuales no son representables mediante procesos estacionarios .

Hay dos aproximaciones popularizadas para describir estas tendencias. La primera es
considerar una tendencia temporal determinista, tal como (o + 8t), mas un término

estacionario W(L)e:
Y = @ + ot + lP(L)et

En este caso los efectos de una perturbacion concreta puntual e, sobre el nivel de la serie

desaparecen con el tiempo, dado el caracter estacionario de ‘(L )e;.
La segunda especificacion es un proceso con raiz unitaria:
(1-L)yr = 6+ ¥Y(L)e;

donde ¥(L)e, es estacionario y (1) es distinto de cero’. El ejemplo mas tipico es el del
camino aleatorio con deriva: y; =y + 0 + e . En este caso, la desviacion de la serie y;
respecto a la tendencia lineal (yo + & t) no es estacionaria, ya que es una desviacion de
varianza creciente (la propia desviacion es un camino aleatorio). Ademas, el efecto de
una perturbacion e; sobre el nivel esperado de los valores futuros de la serie es

permanente.

Notese que el modelo de tendencia determinista 'y, = a + ot + e, y el modelo de camino

aleatorio con deriva y; =y + & + €; son ambos representables de la forma

yi = o+ ot + a

' Un proceso estacionario implica media constante en el tiempo.

* Esta condicién asegura que la serie original no es estacionaria. Hamilton (1994, p.436).
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pero en el caso de tendencia determinista, el factor a; es estacionario, mientras que en el
caso de camino aleatorio con deriva, el factor a; (desviacion respecto a la tendencia

determinista dt) es a su vez un camino aleatorio.

70
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1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Figura 2.3. Representacion de una serie estacionaria con tendencia lineal determinista (y, = 0,2t + e,
serie superior) y una serie no estacionaria con deriva y tendencia estocastica (y; = 0,2 + y.; + e, serie

inferior), para los mismos valores de la perturbacion e.

Hamilton (1994, cap. 15) desarrolla una comparacion detallada de ambos tipos de
tendencias. Un resultado interesante es que la transformacion adecuada para conseguir
estacionariedad es diferente en cada caso: eliminacion de la tendencia lineal en el caso
determinista y diferenciacion en el caso de raiz unitaria (la diferenciacion de una serie
con tendencia lineal determinista introduce una término de media moévil con raiz

unitaria, no invertible, que genera dificultades en su tratamiento).

Estas dos tendencias de caracter lineal ofrecen bastante flexibilidad para representar

series no estacionarias. Aunque muchas de las series reales en economia presentan un
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crecimiento de tipo exponencial' (y; = eat), en vez de lineal, una transformacion

logaritmica daria como resultado una tendencia lineal: log (y;) = dt.
Separacion entre tendencias deterministas y estocasticas

El que una serie econdmica sea modelada con una tendencia estocéstica o determinista
tiene implicaciones econdmicas importantes. De esto depende, por ejemplo, que el
efecto de una recesion sobre el PIB tenga consecuencias permanentes (en el modelo) o

que su efecto a largo plazo sea despreciable.

Nelson y Plosser (1982) establecieron la diferenciacion entre ambos tipos de tendencias
y desarrollaron contrastes estadisticos para juzgar qué modelo resulta mas apropiado
para unos datos observados. Argumentaban que muchas series econdmicas se
caracterizan mejor mediante raices unitarias (tendencias estocésticas) que mediante
tendencias deterministas. Hamilton (1994) presenta un resumen de varios trabajos
realizados en los 90 sobre este tema: aunque seria muy interesante saber si una serie
tiene 0 no una raiz unitaria, no es posible dar respuesta a esta pregunta a partir de un
nimero finito de observaciones muestrales. El motivo es que, dado un proceso con raiz
unitaria, siempre existe un proceso estacionario lo suficientemente proximo a é1° como
para que no sea discriminable en base a un nimero de datos dado. El reciproco también

es clerto.

Dicho esto, en vez de la cuestion de si modelar con tendencia estocastica o determinista,
quiza tiene mas sentido plantearse cuestiones tales como si las perturbaciones tienen un

efecto significativo sobre el nivel de la serie durante un horizonte temporal definido.
Series integradas I(d)

En general, a partir de una serie no estacionaria es posible obtener una serie
estacionaria, mediante una adecuada transformacion de los datos. Una de las
transformaciones mas habituales para buscar la estacionariedad es la toma de

diferencias entre un término y el siguiente. Siendo L el operador retardo, tal que Ly, =

' Una tasa de crecimiento porcentual constante supone un crecimiento exponencial para una serie.

* Con alguna raiz lo suficientemente proxima a uno.
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yi1, ¥y siendo A el operador diferencia, tal que A y; = y; - yu1 = (1-L) y;, la serie

diferenciada de y; es

z=Yi-yu =Ay=(1-L) y;

De forma general, si una serie y, sin componentes deterministas puede representarse,
después de diferenciar d veces, como un proceso ARMA estacionario e invertible, la

serie es integrada de orden d, representado como I(d).

Asi pues, una serie estacionaria es I(0), y una serie no estacionaria sin componentes

deterministas es I(1) si su serie de primeras diferencias A y; = (1-L) y; es estacionaria.

Ejemplos tipicos de series integradas I(1) son el paseo aleatorio puro (y; =y + &)y el

paseo aleatorio con deriva (y; = o + y.; + &). Ambas cumplen que A y; es estacionaria:

Ay=pte

La metodologia de andlisis de series temporales estd centrada en las series estacionarias,
por lo que el tratamiento de series no estacionarias pasa tipicamente por su

transformacion a estacionarias y su analisis mediante los métodos VAR o Box-Jenkins.

Sin embargo, la transformacion adecuada no siempre es evidente, y una transformacion
para conseguir estacionariedad puede implicar pérdida de informacion. Ya hemos
indicado que la diferenciacion de la serie no es adecuada si la tendencia es determinista.
Otra situacion en la que la diferenciacion no es adecuada, porque supone perder la
relacion a largo plazo existente entre los niveles de dos (o mas) series temporales, es el

caso de cointegracion.

2.3 Contrastes de raices unitarias

El primer paso en el anélisis de cointegracion de unas variables es comprobar que todas
ellas estan integradas con el mismo orden, es decir, que todas son I(d). En economia no
son frecuentes las series con orden de integracién superior a uno, por lo que nos

limitaremos al caso en que las series presentan tendencias estocasticas I(1).
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Para comprobar que las series en estudio son I(1) suelen utilizarse los contrastes de tipo
Dickey-Fuller. Estos contrastes parten de las hipotesis de que la serie y; tiene una raiz

unitaria y sigue un proceso autorregresivo de orden p:
Yi=a1 Y1 Tt apyip &

donde g es i.i.d. (0, 02). Expresando (para i = 2,...,p) cada término y; , en funcion de yy.

y de los incrementos Ayy.i, ..., Aywir1, podemos reformular la expresion anterior como:
yi=(ar +..tap) yu1 +bi Ayt + ... +bpi Ayepr T &
y se tiene
Ay =7y*yu1 +bi Ayer + ... +bpi Ayepr Tt &
donde y*=a;+..ta,-l.

Ahora bien, si y; tiene una raiz unitaria, entonces (a; +...+ a,) = 1, y por tanto y* = 0. Se
estima y* en la regresion anterior y se compara el estadistico normalizado en las tablas
correspondientes, bajo la hipotesis nula de que la serie es I(1), es decir, bajo la hipodtesis
nula Hp: v* = 0, frente a la hipotesis alternativa H;: y* < 0. El caso y* > 0 no se
contempla porque corresponde a procesos no estables de comportamiento explosivo, en
general faciles de distinguir (incluso en muestras pequefias) de procesos estacionarios

en diferencias, por lo que de partida se asume y* < 0.

Si el y* estimado es suficientemente negativo, rechazamos la hipdtesis nula y admitimos
que la serie es estacionaria. Lamentablemente, el estadistico normalizado del contraste
de la t (dividiendo el estimador de regresion de y* entre el estimador de la desviacion
tipica) no sigue, bajo la hipotesis nula, la distribucion t estandar, ni ninguna otra
distribucion estandar. Tampoco la distribucion asintotica es normal. A modo de
ejemplo, en el modelo Ay, = y* y.; + &, la distribucion asintotica del estimador de

regresion del contraste de la t bajo la hipdtesis Hp: y* = 0, es (Hamilton 1994, p. 489)

a/2fwoP -1

1/2

b Far|
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donde W(r) representa un movimiento browniano estandar (Hamilton 1994, p. 478).

Los valores criticos para estos estadisticos se calculan por simulaciéon y pueden
encontrarse tabulados para distintos ordenes p y tamafios muestrales. Los contrastes

pueden ampliarse para considerar términos deterministas, como derivas y tendencias.

Los valores criticos son substancialmente menores (mas negativos) que los valores de la
distribucion t, como puede verse en la Tabla 2-1, que muestra valores criticos del

estadistico t normalizado en el contraste de Dickey-Fuller para el modelo

Ayi=a+y* yu + &

Tamano muestral

Nivel de b
L ., 25 50 100 500 0 N(0,1)
significacion
0,01 -3,75 | -3,58 | -3,51 | -3,44 | 343 | -2,33
0,05 -3,00 | 293 | -2,89 | -2,87 | -2,86 | -1,65
0,1 -2,63 | -2,60 | -2,58 | -2,57 | -2,57 | -1,28

Tabla 2-1. Valores criticos para el contraste de Dickey-Fuller basado en el estadistico t,

modelo Ay, = o +7y* v, + &

Existen diversas modificaciones y variantes propuestas de contrastes tipo Dickey-Fuller,
entre las que citamos en particular el contraste DF-GLS (Elliott, Rothenberg y Stock,
1996), que contrasta la hipdtesis nula de que la serie es un camino aleatorio con deriva
frente a la hipotesis alternativa de que la serie es estacionaria en torno a una tendencia

lineal determinista.
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2.4 Cointegracion de variables I(1)

Sean yy, z; series no estacionarias I(1). Sea la diferencia & = y; - z: . En general, esta
diferencia g sera también no estacionaria I(1), pero puede que exista un [ tal que ¢; sea
I(0). Si es asi, la diferencia y; -p z es estacionaria, “estable” alrededor de una media

fija. Se dice entonces que las dos series estan cointegradas, con vector de cointegracion

[1,-PT".

Esto nos permite estudiar una relacion a largo plazo definida por el vector de
cointegracion y una relacion a corto plazo marcada por la serie estacionaria de residuos.
Diferenciar las dos series haria perder la relacion a largo plazo. Ademads, si hay
cointegracion, la representacion VAR de las series diferenciadas contiene infinitos
términos (si no incluimos niveles, s6lo diferencias. Hamilton 1994, p. 573), por lo que

no es practico diferenciar.

Un ejemplo de sistema cointegrado es
Yie=7Y Y2t €1t
Yot = ¥2,t1 1 €2t

donde €14, € son ruidos blancos independientes y y es una constante. Obsérvese que las

dos series son I(1), pero la relacion yi; - y y2 s estacionaria.

Intuitivamente, que dos series cointegran quiere decir que podemos conseguir que se
muevan “casi”’ juntas si a una de ellas le cambiamos la escala y le sumamos un valor

constante.

A modo de ejemplo se han representado (figuras 2.4, 2.5 y 2.6) distintas realizaciones

del sistema cointegrado
yie=b+yyxten
Yo =T+ Y211 €

que incluye una deriva m y un desplazamiento b (también llamado “término constante de

la relacion de cointegracion™).
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En los tres casos se ha tomado una deriva de valor m = 1. En cada caso se ha modificado
el vector de cointegracion [1 - v]’, el desplazamiento b y la matriz de covarianzas de las

perturbaciones.

150 | | | | |
0 50 100 150 200 250 300

Figura 2.4. Sistema cointegrado con vector de cointegracion [1 -1]” y desplazamiento nulo.

150

_1 50 Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300

Figura 2.5. Sistema cointegrado con vector de cointegracion [1 -0,5] y desplazamiento 30.
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500

T
N
s '}

-100 -

A |
MU Wt vl

-200 L L L L
0 50 100 150 200

Figura 2.6. Sistema cointegrado con vector de cointegracion [1 0,5’] y desplazamiento 50.

Stock y Watson (2003) indican tres métodos no excluyentes para decidir si dos variables

pueden ser modeladas de forma plausible como un sistema cointegrado:
= El conocimiento experto y la teoria econdmica.

= Representar graficamente las series y observar si parece existir una tendencia

estocastica comun.

= Realizar contrastes estadisticos de cointegracion. Estos suelen partir de dos
series I(1) y la hipdtesis nula de que la relacion (yi¢ - y y2) es también I(1), es
decir, no estacionaria. Si se rechaza la hipotesis nula', se admite que el

sistema esté cointegrado.
Ejemplos de cointegracion teorica

Ejemplos tipicos de aplicacion de la teoria de cointegracion son los estudios de la
paridad del poder adquisitivo entre distintos paises (Fuertes 1997) y el estudio de la
relacion entre los ingresos y el consumo. En ambos casos se trata de series no

estacionarias para las que la teoria econdmica establece una relacion a largo plazo.

1 . . . .y . . .
El contraste es diferente dependiendo de que el vector de cointegracion sea conocido a priori o se estime

a partir de las observaciones.
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La teoria de la paridad del poder adquisitivo (purchasing power parity, o PPP) establece
que el precio efectivo de los bienes tiende a ser el mismo en distintos paises, de modo
que el tipo de cambio ajusta las diferencias que se produzcan en los niveles de precios.

Tendriamos un modelo de la forma
P, = S, P*,

donde P es el precio de unos bienes en €, P* es el precio en $ y S el tipo de cambio

(precio del $ en €). Seglin este modelo, y trabajando con los logaritmos, se tiene que
log Py =log S;+ log P* ( + 7

donde la variable z ; es estacionaria, pese a que cada uno de los otros términos de la

expresion son I(1).

Otro caso tipico de cointegracion tedrica es el de la relacion entre el consumo y los
ingresos: el consumo C; tiende a ser una proporcion constante de los ingresos I, y
ambas series son no estacionarias. Conforme a esta teoria, la diferencia log C; — log I;

seria una variable estacionaria y las dos series estarian cointegradas.
Cointegracion multivariable. Vectores y rango de cointegracion

Con caracter mas general que el caso de dos variables, considerando un vector y; de m
variables no estacionarias I(d), si existe un vector § # 0 tal que B’y; es I(d-b) para algiin
b > 0, entonces se dice que las variables y; estan cointegradas CI(d,b). A B se le
denomina vector de cointegracion. Con mas de dos variables no estacionarias, puede ser

que existan varios vectores linealmente independientes de cointegracion.

El caso mas habitual es el de series I(1). Siendo y; el vector de m variables I(1),
podemos tener r vectores independientes de cointegracion (0 < r < m) agrupables en
filas en la matriz I" de dimensiones r x m, de modo que I'y; = u, donde u¢ es 1(0). A r se

le denomina rango de cointegracion, y es el rango de la matriz T

Los vectores de cointegracion forman un subespacio vectorial. Para expresar una base

de este subespacio podemos tomar unas condiciones de normalizacion.
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Obsérvese que si Iy, es estacionario, entonces CI'y; es también estacionario, para
cualquier matriz C constante r x r. SiT" es una base del subespacio de cointegracion y C
es no singular, entonces I'" = CT es otra base del subespacio. Para normalizar, se puede
exigir que la matriz de vectores independientes de cointegracion I'” = CT sea de la
forma (I, F*z ). Podemos llegar a una base de esta forma partiendo de una
descomposicién de una base cualquiera I'= (I';, I'; ) de modo que I'y sear x r y no
singular (esto puede exigir un determinado orden de las variables). Tomando C = I';”!

tenemos
I'=0,'T=1,T"T)

y obtendriamos una base de vectores de cointegracion de la forma buscada. Esta base
corresponde a r ecuaciones de cointegracion que relacionan cada una de las r primeras

variables con las m-r variables finales, de forma que los residuos son estacionarios.

2.5 Formulaciones de modelos cointegrados

Entre las representaciones alternativas habituales de un sistema cointegrado destacan la
representacion en forma de tendencias comunes y la representacion denominada de
“correccion del error”. En este apartado introducimos una posible forma de
representacion de sistemas cointegrados en el espacio de estados partiendo de la

representacion en forma de tendencias comunes.
Representacion en forma de tendencias comunes

Stock y Watson (1988) demuestran que si las m variables I(1) del vector y; cointegran
con rango de cointegracion r, entonces podemos encontrar m-r tendencias comunes T;

(caminos aleatorios con tendencia) tales que
=+t +tHEs&
Yi=Yo T Ctt¢(L) &

donde & es ruido blanco iid (0, Q) y ¢(L) & es estacionario.
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Intuitivamente, esto quiere decir que todas las variables pueden expresarse en funcion
de m-r paseos aleatorios con tendencia, o tendencias comunes, o “factores comunes”
ocultos, mas un residuo estacionario. Ya anteriormente habiamos hecho notar que en un
sistema cointegrado con rango r, r variables pueden expresarse como combinacion lineal

de las otras (m-r) variables, salvo por un residuo estacionario.

En cuanto a la recuperacion de los vectores de cointegracion a partir de un modelo de
tendencias comunes, ndtese que, si conocemos la matriz C de la ecuacion de
observaciones, las relaciones de cointegracion vienen definidas por una base del
subespacio ortogonal a C’, ya que, por definicidon, los vectores de cointegracion son
vectores b, de dimension m, tales que b’ y; es 1(0). Para que b’ y; sea I(0), teniendo en

cuenta que T es [(1) y que

Vi=Yo+ Cti+ ¢ (L) &

debe cumplirse que b’C = 0. Por otro lado, si b’C = 0, entonces b’ y; es 1(0). Asi pues,

los vectores de cointegracion son soluciones de b’C = 0.

Representacion de un sistema cointegrado en el espacio de estados

Obsérvese que la representacion en forma de tendencias comunes de un vector y; de m

series temporales I(1):
T =T+ T+ Vy
Yi=Yot C Tt uy

donde v; es ruido blanco y u; es I(0), es una representaciéon muy proxima al espacio de
estados, en la que la matriz de transicion de estados seria la matriz identidad, y en la que
tendriamos tantos estados como tendencias comunes. Esta representacion indica que la
informacion no estacionaria de las m series y; cointegradas puede condensarse en (m-r)

estados no estacionarios (tendencias comunes).

' El enfoque de “factores comunes”, que puede encontrarse en Escribano y Pefia (1994), estd muy

relacionado con el de tendencias comunes de Stock y Watson, si bien es mas general (Pefia, 1990).
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La representacion en forma de tendencias comunes no es exactamente una
representacion en el espacio de estados porque los residuos estacionarios u; no son ruido
blanco, sino que pueden presentar autocorrelacion temporal. Para representarlo en el
espacio de estados podriamos modelar las perturbaciones estacionarias u; en el espacio

de estados:
Nn=A N +Kee
U = CT] Nt + e

y anidar este modelo en el de tendencias comunes, lo cual supone combinar (m-r)
estados no estacionarios (tendencias comunes) con otra serie de estados estacionarios

utilizados para modelar los residuos estacionarios u;.

Prescindiendo de los componentes deterministas, un modelo completo en el espacio de
estados, en forma de innovaciones, para m series y; no estacionarias I(1) cointegradas

con r relaciones de cointegracion, seria de la forma

Tt+1 L+ 0 Tt K.
= + e
M1 0 Ayl M K
Tt
v= [c. ¢ e
Nt

donde e; es i.i.d. (0 ,R) y existen n-r tendencias comunes T; que son caminos aleatorios

cuya dinamica es independiente del valor de los estados estacionarios.

Bauer y Wagner (2003), partiendo de un enfoque distinto al aqui expuesto, proponen
esta misma forma de representacion de sistemas cointegrados en el espacio de estados, y
profundizan en las condiciones que se deben cumplir para que esta forma de

representacion constituya una forma canonica (identificable).

Noétese que un cambio de base de los estados daria lugar a una representacion

equivalente en el espacio de estados en la que las matrices del sistema han sufrido la
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transformacion correspondiente, de modo que no tiene por qué conservarse la estructura
diagonal por bloques de la matriz de transicion de estados A (aunque si se mantendrian
sus autovalores), y tendriamos representaciones totalmente equivalentes a la anterior en
las que los componentes tendencial y ciclico (estacionario) no evolucionan por
separado. Volveremos sobre este punto al estudiar el método de Aoki para procesos no

estacionarios.

Teniendo en cuenta que los autovalores de la matriz de transicién de estados A son
invariantes a la eleccion de sistema coordenado, se tiene que, como indica Gilbert
(1993, p.17), un modelo de n series temporales cointegra con rango r (0 <r < n) si la
matriz dindmica del sistema (la matriz A de transicion de estados) contiene n-r
autovalores unitarios y el resto de autovalores tiene moédulo menor que uno, y cada uno

de los n modelos individuales para las observaciones contiene un autovalor unitario.

Recordamos en este punto que, tedricamente, supuestas perturbaciones gaussianas, la
estimacion de los parametros se podria llevar a cabo calculando mediante el filtro de
Kalman la funcioén de verosimilitud y maximizandola a continuaciéon. Como indicamos
en la introduccion, esta alternativa no se ha desarrollado por las desventajas que de
partida ofrece respecto al método de Johansen, que también realiza una estimacion
maximo-verosimil, pero proporciona los estimadores maximo-verosimiles en un solo
paso (tras realizar unas regresiones auxiliares), sin necesidad de realizar una busqueda
numérica del maximo de una funcion complicada. Aunque bajo el enfoque de maxima
verosimilitud quedaria abierta la posibilidad de competir con el método de Johansen alli
donde no se cumplen bien las hipdtesis para su aplicacion (en especial, la hipotesis de
que la serie sigue un VAR en niveles), los experimentos practicos— ver Gonzalo (1994)
o Wagner (2000)- indican que el método resulta robusto ante desviaciones en las

hipotesis .

Modelo de correccion del error

La cointegracion es equivalente a la existencia de un proceso de ajuste que impide que
los errores respecto a la relacion a largo plazo crezcan indefinidamente. Este aspecto es

visible en el modelo llamado de “correccién del error”, en el que se relacionan los
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incrementos de las variables cointegradas con la desviacion respecto al equilibrio a

largo plazo.

Para el caso general de n series temporales, Hamilton (1994, p. 580) demuestra que si el
vector de n series no estacionarias y; puede representarse como un vector autorregresivo

de orden p:
Vi=otD y + Doy + .. Dy, +&
0, de forma compacta, ® (L) y;= o + &

y si las series y; cointegran con r relaciones de cointegracion, entonces se tiene que ®(z)

contiene (n-r) raices unitarias y el sistema se puede representar de la forma

Ay = G Ayt G Ay + .ot Gpi Ayepn T a0 T o yer &

con &, = - BA’ y donde la matriz A’, de dimensiones r x n, contiene por filas los
vectores de cointegracion. Esta es la representacion vectorial en forma de correccion del

error (VEC, vector error correction) de un sistema cointegrado.

Observando que el término Ay; es estacionario, este modelo sélo es internamente
consistente si las variables y; estdn cointegradas con vectores de cointegracion

contenidos en C,.

Es facil comprobar que la relacion entre los coeficientes ®; de una representacion VAR

y los coeficientes ¢; de una representacion VEC es:
Co=—(L-D—-D,— ... — D, ) =-D(])
== (Og) + Do+ ...+ D) paras=1,2, ..., p-1

Utilizaremos la representacion vectorial en forma de correccion del error (VEC) en el

apartado 2.6, al estudiar el método de Johansen.

- 66 -



Cointegracion

2.6 Analisis estadistico de sistemas cointegrados. Método de

Johansen
El anélisis de cointegracién en series I(1) consiste en
1 Comprobar que las series son I(1): contraste de raices unitarias.
2 Estimar el rango de cointegracion.
3 Estimar los vectores de cointegracion.

Como ya indicamos (apartado 2.3), para comprobar que las series en estudio son I(1)

suelen utilizarse los contrastes de tipo Dickey-Fuller.

Para estimar el rango y los vectores de cointegracion, el método que mayor popularidad
ha alcanzado es el método de maxima verosimilitud de Johansen (1988), aunque se han
ido proponiendo diversas técnicas en la literatura (Engel y Granger 1987; Stock y
Watson 1988). Gonzalo (1994) realiza un estudio comparativo de cinco métodos
alternativos de estimacion de las relaciones de cointegracion: minimos cuadrados
ordinarios (Engel y Granger), minimos cuadrados no lineales, componentes principales
(Stock y Watson), correlaciones canonicas, y maxima verosimilitud (Johansen). De su
estudio se desprende que el método de Johansen es el que presenta las mejores

propiedades para estimar los vectores de cointegracion.
El método de Johansen parte de las siguientes hipotesis:

= El vector y;, de n series temporales I(1), sigue un VAR(p), y admite por tanto

una formulacion en forma de correccion del error (VEC'):
Ay; = Ci Ay + Ay Tt G Ayipri T o + Gy T e

= Las perturbaciones son ruido blanco gaussiano N(0, Q).

" A partir de la cual puede obtenerse, si se prefiere, una formulacién VAR en niveles (apartado 2.5).
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* EI nimero de tendencias comunes es h. Esto implica que el numero de
relaciones de cointegracion es r = n —h, y que §, puede escribirse como , = -

BA’, donde A’ es de dimensiones r X n.

Consideremos una muestra de T + p observaciones de y: (Y.p+1, Y-p+2, --., ¥1)- S1 las
perturbaciones son gausianas, entonces el logaritmo de la funcion de verosimilitud de

(Y1, ¥2, ..., y1) condicionados a (y-p+1, Yp+2, ---» Yo) Viene dado por

L (Q, Cl’ §2""’ C.’P-la a, CO )
— _(Tn/2) log(2m) — (T/2) log ||

T
—(112) D) [(Ay: - G Ayei- G Ay - - Gpi Ayipri - & - oy ) QF

t=1

X (Ayr - CiAyt1- G Ayer - .- G Ayep+i - & - Goyer )]

El objetivo es encontrar los valores (€, &, &»,..., &p-1, @, &, ) que maximizan la funcion

de verosimilitud sujetos a la restriccion §, = - BA’.

Johansen demostr6 que, bajo las hipdtesis anteriores, los estimadores maximo
verosimiles de las relaciones de cointegracion pueden encontrarse calculando los
autovectores de la matriz de correlaciones de los residuos de las regresiones

(vectoriales) de Ay, y de yii sobre Ayi.i, Ayio, ..., AYip+i.

El método proporciona el valor de la funciéon de verosimilitud de la muestra y

estimadores maximo verosimiles de los pardmetros de una formulacion VEC.

El algoritmo procede en tres etapas: calculo de las regresiones auxiliares, calculo de las
correlaciones candnicas de los residuos y cdlculo de los estimadores maximo

verosimiles.

Método de Johansen con términos constantes en las relaciones de cointegracion

Las relaciones de cointegracion son combinaciones lineales de series no estacionarias
que resultan ser estacionarias. En el caso general no hay una razén a priori por la que las

relaciones de cointegracion deban tener esperanza cero, por lo que debemos considerar
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la presencia de términos constantes en las relaciones de cointegracion, asociados a las

esperanzas de las relaciones de cointegracion.

En este apartado se detalla el algoritmo de Johansen para la estimacion maximo
verosimil de sistemas cointegrados con términos constantes en las relaciones de
cointegracion y en ausencia de tendencias deterministas (Hamilton 1994, p. 643). Este

algoritmo serd utilizado posteriormente en los experimentos practicos realizados.

Sea y; un vector de dimension n que sigue un VAR(p) en niveles, correspondiente a un
sistema cointegrado con h relaciones de cointegracion. Consideremos su representacion

en forma de “correccion del error”:
Aye = i Ayt G Ay + ot Goi Ayip + o+ Goyr +e

donde e, es ruido blanco gaussiano (0, Q).

La cointegracion implica una restriccion sobre §,, que debe poder expresarse como
Co=-BA’

donde B es una matriz (n x h) y A’ es una matriz (h x n).

La ausencia de tendencias deterministas implica la restriccion (Hamilton 1994, p. 581)

a=Bp
siendo p=E(A’yy).

El método de Johansen en estas condiciones procede de la siguiente forma:

Paso 1: Calculo de tres regresiones auxiliares:
1) Una regresion de Ay; sobre (Ay.1, Ayi.o,..., Aywp+1) Sin término constante,
Ay =11 Ay 1+ I, Ay +...+ Hp.l Ayt-pﬂ + ug

2) Una regresion de un término constante sobre (Ay.i, Ayia,..., AYip+1),
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1 =01 Ayt @2 Ay + ... + @1 AYipr1 T Wy
3) Una regresion de y.; sobre (Ayy.i, Ayio,..., Ayip+1) Sin término constante,

Vi1 = N1 Ayt o Ay +.0+ Ry Ayepn + vy

Paso 2: Calculo de correlaciones candnicas

iduos w; y Vi \Y w; = [wy,V7; u i
Agrupar los residuos en el vector > 1" v calcular las matrices de

covarianzas muestrales

T
Zew =(UT)D. wew’,
t=1
T
=0T, wow,
t=1

T
o = (UT)D ww’,
t=1

Formar la matriz wa'l Ywu Zuu'l 2w , de dimensiones (n+1) x (n+1), y encontrar sus
autovalores: A; > Ay > ... > Aps;. El maximo valor obtenido por el logaritmo de la
funciéon de verosimilitud de la muestra, sujeto a la restriccion de que existen h

relaciones de cointegracion y no existen tendencias deterministas, es

In = — (Tn/2) log(2m) — (Tn/2) — (T/2) log[Zu| — (T/2) ]Z log (1- A;)

i=1

Paso 3. Calculo de los estimadores maximo verosimiles de los parametros

Sean aj, ay,..., a,+1 los autovectores de la matriz wa'l 2wu Zuu'l 2w correspondientes a
los autovalores ordenados A; > A > ... > A441 Yy normalizados por la condicion a’; Xy, a;

= 1. Sea A la matriz [a,, a,,..., ay]. Entonces, los estimadores maximo verosimiles de o

y &, son

-70 -



Cointegracion

El estimador maximo verosimil de cada C; es

A

cfl;Hi- awi-¢,N; parai=1,2,...,p-1,

y el estimador méximo verosimil de Q es

Q=1/T) ZT: (- @ wie- &) (u- @ wi- £,v)’]
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Método de Aoki para Identificacion de Procesos Estacionarios

3 METODO DE AOKI PARA IDENTIFICACION DE PROCESOS
ESTACIONARIOS

3.1 Introduccion

Aoki (1983), basandose en avances en el campo de la teoria de sistemas, desarrolla un
método para la identificacion de procesos estacionarios multivariable en el espacio de
estados que, desde su version inicial, ha sido posteriormente revisado y completado en
trabajos como los de Aoki (1990), Aoki y Havenner (1991), Ostermark y Aoki (1992) o
Vargas (1999). Este ultimo presenta una excelente revision de los trabajos realizados
desde el algoritmo inicial, algunas de las variantes propuestas y una version revisada y
actualizada del algoritmo. En este apartado expondremos las caracteristicas principales

de este método, al que nos referimos como método de Aoki o algoritmo SSATS'.

Recordemos que el problema de identificacion de un sistema estocastico en el espacio
de estados es el de encontrar un orden (una dimension del vector de estados) y unas

matrices {A, C, K, R } tales que la representacion
z1= Az, + Ke; Ecuacion de transicion de estados
yi = Cz +e Ecuacion de observaciones

donde e; es ruido blanco de matriz de covarianzas R, corresponda a una serie dindmica
cuyas propiedades estadisticas (hasta segundo orden) coincidan con las de la serie

observada.

El método de Aoki se basa en la informacion contenida en una matriz de bloques (tipo
Hankel) formada por las matrices de autocorrelaciones (o de autocovarianzas)
muestrales, que capta la correlacion existente entre observaciones con distintos retardos
(correlacion entre las observaciones pasadas y las futuras). El andlisis de esta matriz de

Hankel permitird tanto la especificacion del modelo (estimacion de la dimension del

' Aoki (1997) se refiere al algoritmo con las siglas SSATS: State Space Aoki Time Series. Otros autores

se refieren al “método de Aoki de modelizacion de series temporales en el espacio de estados”.
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vector de estados) como la estimacion de unas matrices {A, C, K, R } que proporcionen

una adecuada representacion del sistema en el espacio de estados.

3.2 La matriz de Hankel

En el contexto de prediccion lineal de los valores futuros de una serie a partir de los
valores pasados de la misma, aparece una matriz de tipo Hankel (es decir, una matriz
formada por bloques dispuestos de forma simétrica respecto a la diagonal), cuyos
bloques constituyentes son matrices de autocorrelacion de la serie observada

correspondientes a distintos retardos.

Con caracter general, siendo B e y vectores aleatorios cualesquiera, se cumple que el
estimador lineal b de B (b = Ky, siendo K una matriz a definir) que minimiza el error

cuadratico medio es (Luenberger, 1969):

bueem =EB y) [E(y y)I 'y

El estimador de menor error cuadratico medio coincide ademds (Hamilton 1994, p. 73)

con la esperanza condicionada de  dado y: E(B|y).

Supongamos que deseamos estimar los valores futuros del vector y; de dimension m (m

series observadas) basandonos en sus valores pasados hasta el periodo t-1. Si queremos
. . + . .y, .

predecir N¢ periodos, estamos buscando el vector y; de dimension (m N¢ x 1), definido

como

4
Vi =¥t Yer1's oo Yerne-1']

para lo cual contamos con el vector de observaciones pasadas, definido como

Vi1 = [Yt-l’, Yt-Z’, o5 Yt-Np ’]’

En estas condiciones, tenemos la siguiente prediccion lineal del vector de observaciones

futuras (y;') condicionada a los valores pasados de la serie observada (y.;):

F lyer =B ¥ ) [EGer Yy ) yerr =HL yor
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Donde H es la matriz E(y, y.i”), de dimensiones (mN; x mN,), que resulta ser una
matriz de tipo Hankel y L es la matriz de covarianzas E(y.;” y+1~), de dimensiones
(mN, x mN,). Si denotamos por I's la matriz (m x m) de autocorrelacion con retardo s:

I's = E(yus yt'), entonces

(T I I3 - Iy, |

I, Is Iy —-—-- I'np+

H = I Iy I's - I'npi2
C It I Iz ------ I'nesnp-1

3.3 Especificacion del modelo: seleccion del orden. Teorema de

Kronecker

El teorema de Kronecker (Gantmacher, 1960) establece que, para valores
suficientemente altos de N, y Ny, el rango de la matriz H es el nimero de estados
requeridos para condensar la informacion historica del sistema que se propaga hacia el

futuro.

En la practica, deben elegirse unos valores determinados finitos para N, y Nr. La
eleccion del valor N, supone un equilibrio entre la adopcion de modelos de mayor
generalidad y el modelado de relaciones de autocorrelacion para excesivos retardos (lo
que supondrd mayor error muestral en los estimadores de los parametros). Si el valor de
Nt excede el numero desconocido de estados n, entonces el rango de la matriz H no esté
restringido por el numero de filas (Aoki y Havenner 1991, p.17). Para valores
suficientemente altos de N, y Ny, el rango de la matriz de Hankel no aumenta ya al

aumentar Nj, o Ny.

Elegidos unos valores para Ny y Ny, pasamos al problema de determinar el rango de la
matriz H. El procedimiento serd, en primer lugar, encontrar un estimador H para H, y, a
continuacion, calcular el rango de H mediante una descomposicion en valores

singulares (DVS). El rango de una matriz es el nimero de valores singulares no nulos.

Estimaremos los bloques I's de H mediante las matrices de autocovarianza muestral
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T-s
fs = Z Yits yt,: S= 0,1,2,..., Np + Nf
t=1

~|—

7

La composicion por bloques de estas matrices I's nos proporciona la estimacion H
buscada. Ahora, la descomposiciéon en valores singulares proporciona un método

computacionalmente robusto de determinacion del orden de H:
H=UXV’

de modo que la matriz £ de dimension (mN; x mN,,) estd formada por ceros salvo en su
diagonal, donde contiene los valores singulares ordenados en orden decreciente 6; > G,
> ... > omnr (Supuesto Ny < N;), y las matrices U y V son ortonormales: U'U = Lnnr y

V'V = L.

Puesto que H es una estimacién muestral (ruidosa) de H, no se cumplira que sus valores
singulares a partir del correspondiente al nimero minimo de estados (n) son

exactamente nulos. Para decidir cudles son significativos debe tomarse un criterio.

Con los valores singulares ordenados de mayor a menor, Aoki y Havenner (1991) eligen
un numero de estados 11 tal que el cociente de valores singulares 6;+1/0; sea de orden
I/NT. También con este orden decreciente, Havenner (1997) recomienda considerar
como ultimo valor singular significativo el primero que, sumado a los anteriores,
consigue una suma acumulada igual al 80% de la suma total de los valores singulares'.
Vargas (1999) estudia una serie de contrastes estadisticos que han sido propuestos en la
literatura en relacion a este problema de determinacién del orden (rango) de la matriz H,
basados en aproximaciones a la distribucién estadistica de los valores singulares de H o

en criterios de informacion.

Una vez seleccionado el orden, el modelo esta especificado, y podemos pasar a la etapa

de estimacion de parametros del modelo.

' Havenner (1997) encuentra que esta regla “ad hoc” resulta sorprendentemente consistente en la practica

con la decision que se adoptaria mediante un estudio exhaustivo.
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Dado que elegir un orden 1 equivale a suponer que los valores singulares de H a partir
del n son nulos, modificaremos nuestra estimacion de la matriz H y tomaremos el

estimador
Hi= Ui Z: Vi

Donde, partiendo de la descomposicion H=UZV’, el subindice i indica que en X; sélo
se han considerado los i mayores valores singulares de X y en Ui y Vj so6lo se han
considerado los vectores singulares asociados a esos 1 mayores valores singulares. De
este modo, nuestro estimador Hi; de H es una matriz de rango exactamente i extraida a

partir de la matriz de covarianzas muestral H.

3.4 Estimacién de los parametros del modelo

Sea un sistema representable en el espacio de estados en forma de innovaciones

mediante una representacion minima de orden n:
2= Az + Ke Ecuacion de transicion de estados
yi = Cz+e Ecuacion de observaciones

donde e; es ruido blanco de esperanza cero y E(e; €’;) = R. Recordemos que, una vez
determinado el orden del sistema, nuestro objetivo es encontrar esas matrices {A, C, K,

R} a partir de una secuencia de observaciones ;.

Seleccion de un sistema coordenado para los estados: seleccion de una matriz de

observabilidad

Si el sistema es representable mediante la representacion minima {A, C, K, R},
recordemos que cualquier otro conjunto de matrices {TAT', CT', TK, R}, para
cualquier matriz invertible T, constituiria una representacion equivalente del mismo
sistema (indistinguible observacionalmente), relacionada con la anterior mediante un
cambio de base para los estados de la forma z*. = T z. Es decir, que lo que vamos a

buscar es una representacion minima {A, C, K, R} determinada dentro de la clase de
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representaciones minimas equivalentes. Elegir una representacion determinada dentro
de las representaciones minimas equivalentes corresponde a fijar un sistema coordenado
determinado para los estados, y viceversa. Elegiremos en particular una representacion

que cumpla determinadas condiciones que resultaran de interés.

Para identificar unas matrices {A, C, K, R} apropiadas, trabajaremos de nuevo con la
matriz de Hankel H formada por las matrices de autocorrelacion I's = E(yus yi')
correspondientes a distintos retardos. Si el sistema esta representado por {A, C, K, R},

entonces se tiene que las matrices de autocorrelacion son
Iy = E(Yis ¥) = CAY'E(zi411 y’) = CA™'Q

donde se ha definido € = E(z+11 y’1). Se tiene entonces la descomposicion:

(Th T Ty - Ty ) C [Q AQ AQ - ANp-ng
r, 1; I'y -—--—-- FNp 1 CA
_ 2
H=| T3 o s o Iy | = |CA
I | | | L ANE
L Ine I Inprz ------ I'nenp-1 CA
Y ~ e —
(0] 1]

De modo que hemos descompuesto H en el producto de una matriz de observabilidad O

y otra matriz que denominamos II.

Por otro lado, podemos considerar la descomposicion en valores singulares H = UXV’.

Vamos a tratar de relacionar ambas descomposiciones.

Notese que la matriz H es comln (Unica) para toda representacion minima equivalente
{A, C, K, R} del sistema. Es una propiedad del proceso, no de la representacion. Sin
embargo, las matrices O y II dependen de la representacion concreta del sistema, de
modo que para una representacion minima equivalente {TAT”, CT', TK, R}
correspondiente a un cambio de base en los estados z*; = T z tendriamos unas nuevas

matrices O* = O T y IT* = T I1, y se seguiria cumpliendo
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H=0MN=0T'T I =0*II*

Asi pues, y dado que la matriz T es arbitraria, existe una amplia libertad para
descomponer H en forma del producto de dos matrices O y II con las dimensiones y
rangos apropiados. Tomar una descomposicion determinada equivale a seleccionar una

determinada representacion minima {A, C, K, R} del sistema.

El procedimiento de Aoki se basa en elegir una descomposicion H = O II a partir de la
descomposicidon en valores singulares H = U X V’ = (UZ?) (Z”*V’), de forma que
tendriamos una seleccion de matrices O y II dada por O = U X” y I = £* V’. Las
matrices {A, C, K, R} quedan determinadas y son recuperables a partir de esta eleccion

de Oy II.

Recuperacion de las matrices del modelo

Para recuperar las matrices C y A a partir de la estimacion de H y de su descomposicion

en O y II, Aoki y Havenner (1991) proponen considerar las siguientes relaciones:

CH:[F1 Fz eos FNp]

(T, T3 ------ I'np+
¢ AQ A'Q--—- AVQ
CA F3 F4 ______ FNp+2
OAIl = | CA? _ r, s - Tpia
CIANf_1 L Ineet Inprg ------ Ineenp

La matriz de la derecha de esta tiltima expresion es E(y1 Y1), que denotamos por

H+1.

En la practica, dispondremos de las autocovarianzas muestrales I} para formar los
estimadores I:Iﬁ (de H) y le (de H.). Descompondremos I:Iﬁ en el producto de dos

matrices en la forma

I:Iﬁ = Ufl Eﬁ Vﬁ’ = (UﬁE%ﬁ) ( El/zﬁVﬁ’) = () ﬁ
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Consideraremos como inversas generalizadas
0'=x"U%
T'=v, "
y tomaremos los estimadores de C y A:
C=1[ 1. Dy I = 1y . Pyl Va2
A=O0"H,IT' =% U, VX

Sélo nos queda entonces estimar la matriz K. Para ello, el algoritmo original estima en
primer lugar la matriz € y requiere a continuacion solucionar una ecuacion tipo Riccati
(Aoki y Havenner, 1991). Vargas (1999) revisa los principales problemas y limitaciones
que puede presentar este algoritmo, asi como algunas de las variantes propuestas en la

literatura para solucionarlos.

Estimacion de K basada en la secuencia de estados

Un enfoque alternativo para estimar la matriz K que no requiere solucionar la ecuacion
de Riccati se encuentra en los trabajos de Ostermark y Aoki (1992), Ostermark (1997) y
Vargas (1999). Este enfoque consiste en estimar primero la secuencia de los estados y a

partir de ésta utilizar las ecuaciones del modelo
zi1= Az + Ke Ecuacion de transicion de estados
yi = Cz +e Ecuacion de observaciones

para estimar la matriz K. Notese que si conociéramos la secuencia de los estados y las

matrices A y C, podriamos usar las ecuaciones
e=Yy - Cxz
Ke = z4 -Az

para estimar los primeros términos de cada ecuacion (innovaciones e y términos K e;),

y a continuacion usar la ecuacioén
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E[(Ke)e’]= KE [e €]
para estimar la matriz K'.

Solo falta saber como estimar la secuencia de estados. Los estados en una
representacion minima son estadisticos minimo suficientes para condensar la historia
pasada del sistema que resulta relevante para su evolucion futura. Si consideramos las
ecuaciones del modelo en el espacio de estados y sustituimos recursivamente para

expresar y; en funcion de z;, tenemos que
Ey |y) =0z
Por otro lado, realizando la proyeccién lineal de y;" sobre y.;” , tenemos que
B 1ye) = B ¥ ) [EQe yu )y’ = HL 'y = ONL oy

Igualando estas dos expresiones encontramos que podemos tomar como vector de

estados:
z =11 L' Ye1

Podemos considerar entonces un estimador zet\t_l del valor de z: condicionado a los

valores anteriores, definido por (trabajando ya con las matrices estimadas):
e _AOTA. Tle -
VA tt-1 = O Hﬁ L Y1

siendo O una inversa generalizada de O (el resultado seria el mismo para cualquier

oh.
A partir del conocimiento de la secuencia de estados, junto con las matrices A y C',
podemos estimar, como hemos indicado, la secuencia de innovaciones (e;) y la matriz

K.

Vargas (1999) discute también modificaciones del método de Aoki propuestas por otros

autores que han tratado de facilitar la labor de estimacion.

' De hecho, también las matrices A y C podrian ser estimadas a partir de la secuencia de estados z,

aplicando minimos cuadrados. Desarrollaremos este punto al estudiar los métodos de subespacios.
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3.5 Propiedades del método de Aoki

Los procedimientos de andlisis de series temporales parten de formulaciones generales,
como puede ser una formulacion VARMA, e imponen condiciones sobre los parametros
para que el modelo sea mas facilmente tratable y para evitar un excesivo error muestral
en los estimadores de los parametros, lo que conduciria posiblemente a malas
predicciones. Las restricciones impuestas sobre los modelos son a veces arbitrarias
(incluso aunque esas restricciones no supongan pérdida de generalidad, pueden dar
lugar a especificaciones mas complicadas. Por ejemplo, limitar el modelo a términos
autorregresivos). El método de Aoki impone las restricciones sobre los coeficientes del
modelo basdndose en la matriz Hankel de autocovarianzas muestrales. Sustituir esta
matriz de Hankel por otra en la que se han despreciado algunos de los valores singulares

equivale a imponer unas condiciones sobre los parametros del modelo.

La seleccion de sistema coordenado o base de representacion para los estados tiene
también importancia para a las propiedades del algoritmo. Recordemos que el sistema
coordenado se fija al seleccionar como matriz de observabilidad del sistema la matriz O
= U X, correspondiente a una descomposiciéon de la matriz de Hankel de la forma H =
U XV =(UZ% (Z*V’) = O II . Esta eleccion del sistema coordenado da lugar a una
representacion del sistema que en teoria de sistemas se conoce como “representacion
equilibrada”, ya que cumple que O’ O = II I’ = X. Aoki y Havenner (1991) indican
varias de las propiedades del algoritmo asociadas a la eleccion de este sistema

coordenado equilibrado. En particular, indicamos:
i) Inclusion estricta y consistencia frente a especificacion erronea.

Los valores estimados para los parametros en un modelo con n estados son un
subconjunto de los valores estimados en un modelo con n+1 estados. Asi por ejemplo,
la esquina noroeste n x n de la matriz A es la misma en el modelo con n y con n+1
estados. Aoki y Havenner (1991) denominan a esta propiedad “strict nesting”, que aqui
traducimos como “inclusion estricta”. Asi pues, al estimar con un modelo de orden n,
los valores estimados de los pardmetros para modelos de orden inferior son conocidos
sin necesidad de recalcularlos. Ademas, puesto que los estados van entrando en el

modelo por orden decreciente de los valores singulares asociados, los efectos mas
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importantes son captados primero, sin que la estimacion de sus parametros asociados

cambie al incluir nuevos estados.
ii) Estabilidad de los submodelos

Hemos visto que, partiendo de una representacion equilibrada en el espacio de estados,
cualquier aproximacion de menor orden puede obtenerse sin necesidad de reestimar el
modelo, sin mas que eliminar los elementos que corresponda de las matrices del
sistema. Se tiene ademas que, si el modelo original es estable, también lo es cualquiera

de los modelos asi estimados de menor orden.
iii) Especificacion eficiente del modelo

Aoki y Havenner (1991) inciden en que el principal determinante del éxito del
modelado de series temporales es realizar una apropiada especificacion del modelo,
pese a que la mayoria de econdometras y estadisticos se viene centrando histéricamente

en la cuestion de realizar una estimacion eficiente dado el modelo.

Por otra parte, los modelos de series temporales tratan de aproximar, explicita o

implicitamente, la secuencia de autocovarianzas muestral de los datos.

Siendo H la matrix de Hankel formada por las matrices de autocovarianza muestrales,
el método de Aoki encuentra una representacion cuya matriz de autocovarianzas es Hi,
donde Hj; se construye a partir de H basandose en la descomposicién en valores
singulares en orden decreciente, de forma que el primer valor singular excluido es Gi:;.
La norma de Hankel (Aoki 1990, p. 68) de esta aproximacién a la secuencia de
autocovarianzas es el primer valor singular excluido oj:;. El método de Aoki
proporciona una representacion en el espacio de estados tal que ninguna otra
representacion de igual o menor orden puede aproximar mejor (en el sentido de norma

de Hankel) la secuencia de autocovarianzas (o autocorrelaciones) observada.

En cuanto a las posibles dificultades o inconvenientes que pueden surgir al aplicar el
método, indicamos en particular el del cumplimiento de la condicion de secuencias de
covarianzas reales positivas. El método de Aoki en su version de 1990 estima las
matrices {A, C, Q, I'g} como paso previo antes de llegar a las matrices buscadas {A, C,
K}. El problema es que las matrices {A, C, Q, I'¢} deben cumplir una determinada

condicion para poder corresponder a un proceso estocastico, y esta condicién no viene
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garantizada por el algoritmo de Aoki. Existen combinaciones de matrices {A, C, Q, 'y}
que generarian una secuencia de autocovarianzas I'; que no es una secuencia real
positiva, por lo que no pueden corresponder a un proceso estocastico real. Havenner
(1997) indica que, cuando el procedimiento de Aoki estima una de estas combinaciones,
existen dos opciones: o cambiar los estimadores, o cambiar la especificacion del
modelo. Aunque se han desarrollado estimadores alternativos para evitar este problema,
como los de Vaccaro y Vukina (1993), Havenner recomienda probar con otra

especificacion (otro orden) del modelo.

Si, en vez de utilizar las matrices {A, C, Q, I'o} y la ecuacion de Riccati, se utiliza la
estimacion de K basada en la secuencia de estados, entonces no se presenta el problema

de la falta de positividad de la secuencia de covarianzas.
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4 METODOS DE SUBESPACIOS PARA IDENTIFICACION DE
PROCESOS ESTACIONARIOS

4.1 Introduccion

Los métodos de subespacios son una familia de algoritmos de identificacion de sistemas
en el espacio de estados basados en técnicas de proyeccion lineal. Una buena
presentacion de estos métodos puede encontrarse en De Cock y De Moor (2003) y en
Viberg (1994). Ljung (1999, cap. 7 y cap. 10) ofrece también un tratamiento general, y
mayor detalle puede encontrase en Van Oberschee y De Moor (1996).

Si bien los origenes de estos algoritmos se encuentran en la teoria de realizacion clasica
— suele citarse el trabajo de Ho y Kalman (1966) como uno de los primeros
antecedentes- , es principalmente desde finales de los afios 80 cuando los trabajos y el
interés por estos métodos se multiplican. El profesor Ljung indicaba en 1993 que “El
desarrollo de los métodos de subespacios es el aspecto mas apasionante que ha sucedido

en el campo de la identificacién de sistemas en los ultimos cinco afios...”"

Los algoritmos de subespacios se han desarrollado para la identificacién de sistemas
deterministas, de sistemas estocésticos, y de sistemas mixtos deterministas-estocasticos.
Bauer y Ljung (2002) distinguen también entre dos tipos de algoritmos de subespacios:
los de tipo Larimore (o tipo CCA, por el algoritmo conocido como “andlisis de
correlaciones canonicas, de Larimore 1983) y los de tipo MOESP®. En esta tesis nos
centramos en sistemas estocasticos y algoritmos tipo Larimore, en particular, en el
algoritmo CCA, que se considera especialmente apropiado para la identificacion de

sistemas estocasticos (Bauer y Wagner 2002).

La principal caracteristica de los algoritmos de subespacios tipo Larimore es que una
secuencia de estados es calculada (implicita o explicitamente) a partir de los datos

entrada-salida del sistema, sin necesidad de conocer las matrices del modelo. Esta

" La cita aparece en Van Oberschee y De Moor (1996). Traduccion propia.

* Los algoritmos de tipo MOESP se centran en las caracteristicas de una matriz de observabilidad

estimada para, a partir de ésta, obtener estimadores de las matrices del sistema.
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secuencia de estados es utilizada posteriormente para estimar las matrices del modelo.
Notese que, frente a este enfoque, la aproximacion clésica a la estimacion de los estados

es la utilizacion del filtro de Kalman una vez conocidas las matrices del modelo.

Si se conoce la secuencia de estados, la estimacion de las matrices del sistema {A, K, C,
R} puede realizarse por minimos cuadrados. Para ver esto, consideremos el modelo

general
z+1= Az, +Ke  Ecuacidn de transicion de estados
yi = Cz+ e Ecuacion de observaciones

donde e; es un vector ruido blanco de esperanza cero y matriz de covarianzas R. Si

conocemos la secuencia de estados, tenemos las ecuaciones

Zi+] A Ke;

Y C €

N

conocido

que permiten estimar las matrices del modelo por minimos cuadrados.

Como sucedia en el método de Aoki, los algoritmos de subespacios parten de una matriz
de proyeccion lineal de las observaciones “futuras” en las observaciones “pasadas”.

Tomando
+ D s IR )
Yt = [Yt 5 Y+l 5 cees Yt+f-1 ]

Vi1 = [Yt-l’, Yt-Z’, coos Ytp ’]’

la matriz de proyeccion ortogonal de las observaciones futuras (y;') en las pasadas (yi.i)

€S

E(y yor )EWe yer )]

Y la proyeccion ortogonal de y; sobre y.;” es
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E(ye Yer NEWer Yer )] yer

Basicamente, los métodos de subespacios encuentran una combinacién [matriz de
observabilidad + secuencia de estados] que proporcione las mismas predicciones que

proporciona una estimacion mediante proyeccion lineal.

Una de las caracteristicas mas favorables de los métodos de subespacios es que las
operaciones requeridas pueden implementarse mediante algoritmos de algebra lineal
numérica robustos y de propiedades bien conocidas, como son la descomposicion en
valores singulares y la descomposicion matricial QR (donde R es una matriz triangular
superior y Q es una matriz ortogonal), lo que permite expresar de forma compacta los
estimadores finales en funcion de las matrices de datos observados -ver, p.e., las

formulas utilizadas en De Cock y De Moor (2003)-.

Los algoritmos de subespacios no son iterativos, lo que favorece su rapidez y evita
problemas de convergencia (Van Oberschee y De Moor 1996, pp. 11-12). La répida
estimaciéon de los parametros del sistema que proporcionan puede usarse como
alternativa a otros procedimientos de estimacion recursivos (Kalman-maxima-
verosimilitud, por ejemplo), mas lentos y problematicos, o para proporcionar valores

iniciales adecuados para los mismos.

Identificacion por métodos de subespacios frente al enfoque Kalman-maxima

verosimilitud.

Posiblemente, la mayor aportacion de los métodos de subespacios consiste en haber

establecido y combinado las siguientes dos ideas:

1 Que es posible estimar una secuencia de estados (tipo Kalman) a partir de
observaciones del sistema y en un solo paso, sin necesidad de conocer las

matrices del sistema (sin conocer ni aplicar el filtro de Kalman).

2 Que, una vez conocida una secuencia de estados, todas las matrices del sistema

son estimables por minimos cuadrados.

La diferencia en el enfoque de estimacion de parametros entre los algoritmos de
subespacios tipo Larimore y el método filtro de Kalman + maxima verosimilitud puede

observarse en la figura 4.1.
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Observaciones del sistema (y;)

Parametros desconocidos del modelo (0)

Proyeccién ortogonal Filtro de Kalman paramétrico (0)

L Funcidon de verosimilitud paramétrica (0)
Descomposicion SVD

Maximizacion numérica en 0

b }

Secuencia de estados Matrices del modelo
estimada (~Kalman) (estimacion de 0)
Minimos Filtro de
cuadrados Kalman
Matrices del modelo Secuencia de estados
(estimacion de 0) estimada (Kalman)

Figura 4-1. Diferencia entre la estimacion por métodos de subespacios y la estimacion basada en el filtro
de Kalman + maxima verosimilitud. La parte izquierda resume el enfoque de los métodos de subespacios,
en los que una secuencia de estados (tipo Kalman) es calculada en primer lugar y a partir de

observaciones del sistema, sin necesidad de conocer o estimar previamente las matrices del modelo.

En comparacion al enfoque Kalman-maxima-verosimilitud destacamos las principales

diferencias en la aplicacion de los métodos de subespacios:

1.- La estimacién no requiere una optimizacion iterativa de una funciéon no
lineal. Se emplean, en cambio, métodos robustos de algebra numérica lineal,

como la descomposicion en valores singulares y la descomposicion QR.

2.-Frente al enfoque Kalman-méaxima-verosimilitud, la consideracion o
imposicion de restricciones a priori sobre algunos de los pardmetros del modelo
no resulta sencilla de considerar bajo los métodos de subespacios, que parten de

un enfoque “caja negra”.
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3.- La fase de especificacion de los algoritmos se encarga de buscar el orden de
una representacion minima. La identificabilidad se consigue fijando un sistema
coordenado para los estados mediante la eleccidon de una matriz invertible
arbitraria (cada tipo de algoritmo de subespacios elige esta matriz de una forma

determinada)’.

4.2 Planteamiento, notacion e hipétesis basicas

El planteamiento del problema que buscamos resolver es el correspondiente al problema
de identificacion estocastica en el espacio de estados, tal como se enuncio en el apartado

1.5.

Suponemos que el proceso a identificar es estacionario y ergddico, y que el modelo es
controlable y observable (la representacion que buscamos es una representacion

minima).

A partir de la secuencia de observaciones Y, ..., yr definimos la matriz de tipo Hankel

Yopi-1 y las (sub)matrices Y, , Yr, Yp+, Y. como se indica a continuacion:

o N,
Y 7
e . 3\
Yo VI Yi-1
. anm LTLl anm LTLl “pasado”
1 YVi2 Vil e Yitj-3
. . L Y
= Yir ¥iooo Yitj-2 _ p _
Yopi-1 = = =
Vi Yit1 e Yi+-1 Y;
1 13 2
1 Yit1 Yir2e - Yi+ futuro
Yo Y2 .. Yoi+j2
\ J

' Esto es en cierto sentido equivalente a la utilizacion de parametrizaciones canénicas del enfoque

Kalman-maxima-verosimilitud para conseguir un modelo identificable.
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< >
s 3\
Yo VI Yi-1
i+l Yo Yi1 o e Yi+j-3 “pasado”
_ yi_1 y1 nn Yi+j—2 _ Yp+
yi Yitr e Yitj-1 Y
i1 Yit1 Yir2 Yi+
LEL] e wew e “fllturo”
Yo Y2 .. Yoi+j2 )

El valor de 1 es un indice fijado por el usuario que debe ser superior al orden n del
sistema. Puesto que ese orden es desconocido a priori, se tomard un i que sea al menos

mayor que el méximo orden que pretendamos identificar. Se asumira en adelante i > n.

El valor de j sucle elegirse de forma que se aprovechen las T+1 observaciones

disponibles, lo que supone tomar 21 +j-2 =T, luegoj=T — 2i + 2.
Definimos una secuencia de estados Z; como la matriz de dimensiones n x j
2=z Zi ...Zisjio Zitj-1]

Definimos una' matriz de observabilidad extendida O; (i > n) del sistema como una

matriz de la forma

' Si nos referimos al sistema, y fijado el indice i, deberiamos hablar de “una” matriz de observabilidad
extendida porque cada matriz de observabilidad esta asociada a una representacion particular del modelo,
que, como sabemos, no es unica. Dos matrices de observabilidad extendida O; y O;* correspondientes a
sendas representaciones minimas de un modelo de orden n estan relacionadas mediante la ecuacion O;* =

O, T"', para alguna matriz de cambio de base T™' de dimensiones n x n.
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donde A y C corresponden a una representaciéon minima del sistema.

4.3 Calculo del orden y de una secuencia de estados

Los teoremas principales de la identificacion por métodos de subespacios se
preoporcionan en el Anexo IV. En este apartado realizamos una interpretacion intuitiva

de estos métodos.

La proyeccion de las observaciones futuras sobre las pasadas Y¢/ Y, es estimable de
forma consistente para procesos estacionarios mediante el teorema de la proyeccion

lineal:
Y/ Y, =@ = Y Y, (Y, Y)Y,
Por otra parte, para modelos en el espacio de estados, se tiene que
* Elrango de la matriz ®@; es el orden del sistema.

= El estado z; condensa toda la informacion histdrica de la serie relevante para el
futuro. Una estimaciéon de yuk (k > 0) basada en la informacion hasta el
momento t-1 seria Yo = CAK Zy-1, lo que, matricialmente, conduce a la

estimacion Yr = O; Z;

Considerando la relacion Yr = O; Z; = Yr/ Y, = ®; , los algoritmos de subespacios
estiman la matriz ®; y llevan a cabo una descomposicion de la misma en valores

singulares para:

» (Calcular el orden del sistema (teéricamente, el orden es el numero de

autovalores de la matriz ®; distintos de cero).

* Descomponer la matriz ®; estimada en el producto de una matriz de

observabilidad extendida O; con una secuencia de estados Z;.

Para calcular la descomposiciéon O; Z; existe una amplia libertad. Notese que el
producto O; Z; es el mismo para cualquier representacion minima del sistema, de modo
que, si consideramos la descomposicion en valores singulares de ®; (que nos permite

estimar el orden del sistema), tenemos:
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(I)i:UZV’=OiZi:OiT_1 TZiZOi* Zi*

donde T es una matriz invertible n x n cualquiera y O;* es, por tanto, una matriz de
observabilidad correspondiente a otra representacion minima del sistema. Esto implica
que cualquier matriz de observabilidad de una representaciéon minima del sistema debe

ser de la forma

para alguna matriz T de dimensién n x n que, al ser elegida libremente entre las

matrices invertibles de rango n, determina el sistema coordenado para los estados.

4.4 Estimacion de las matrices del sistema

Como ya hemos indicado, una vez conocida la secuencia de estados, las matrices del
sistema {A, K, C, R} pueden estimarse por minimos cuadrados: si ademas de las

observaciones (y;) disponemos de z;;; y de z, podemos considerar las ecuaciones

Zi+) A Ke
= Zt +
Y C €
conocido

Dado que las perturbaciones e; estan incorrelacionadas con los estados, estas ecuaciones
pueden resolverse por minimos cuadrados para encontrar estimadores de A y de C. Los

residuos de esas mismas regresiones, calculados mediante las relaciones
Pwt = Zi+ - Az

pvi = Y -Cz
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donde las matrices {A, C} y los estados deben ser sustituidos por sus valores estimados,
proporcionan estimadores de las perturbaciones que podemos utilizar para calcular las

matrices Ky R.

En las ecuaciones anteriores hemos utilizado la secuencia de estados desplazados un
periodo z.;. La matriz que contiene esta secuencia de estados Ziii = [Zi+1 Zi+2 ... Zisj]

puede calcularse a partir de los datos teniendo en cuenta la relacion
Yi/ Ypr = Oi1 Zin
que nos proporciona la formula
Zivi =(0u) " (Ye/ Yo

Ademas, la matriz Oj.; es, por definicion, la propia matriz O; suprimiendo las ultimas m

filas.

Alternativamente a la estimacion por minimos cuadrados, la propia matriz de
observabilidad (que depende de A y de C) puede proporcionar directamente estimadores
para las matrices A y C, como vimos al estudiar el método de Aoki. Recordemos que la
dimension de y; es m y la de z; es n, de modo que C es de dimensiones m x n, A es de
dimensiones n x n y O; es de dimensiones mi x n. A partir de la definicion de O;

observamos que
C=0i(l:m, 1:n)
O; (1: m(i-1), 1:n) A = O; (m: mi, 1:n)

donde estamos utilizando la notacion de MATLAB, de modo que M (i:j, k:1) representa
la matriz formada extrayendo de M la interseccion de las filas i hasta j con las columnas
k hasta 1. Estas dos ecuaciones nos permiten estimar C y A. Dado que estaremos
trabajando con un estimador de O;, la ultima ecuacion, que contiene mas condiciones

que incognitas, se resolveria en el sentido de minimos cuadrados.
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4.5 Algoritmo completo

Van Oberschee y De Moor (1996) proponen tres variantes alternativas para la solucion
del problema de identificacion de sistemas estocasticos mediante métodos de

subespacios.

La primera variante estima las secuencias de estados Zi, Zi+ y, a partir de éstas, las
matrices A y C por minimos cuadrados. La segunda variante corresponde al
procedimiento alternativo descrito en el apartado anterior: primero se estima una matriz
de observabilidad extendida y, a partir de ésta, las matrices A y C. A partir de este
punto, las dos variantes prosiguen la identificacion del sistema en funcion de las
matrices Q = E( zw1 Yt ) y I' = E( y: ¥’ ). Con esto se consiguen estimadores
insesgados, pero se presenta el problema de la “secuencia real positiva”: las matrices A,

C, Q y I asi encontradas pueden no corresponder a ningin proceso estocastico real.

La tercera variante propuesta por Van Oberschee y De Moor (1996) calcula una
secuencia de estados, estima las matrices A y C por regresion sobre los estados', y
estima después las matrices Q, Ry S ® a partir de los residuos de la regresion. De este
modo, se asegura que el modelo identificado genera una secuencia real positiva de
covarianzas (corresponde a un proceso estocastico), si bien los estimadores de Q, Ry S
resultan sesgados3. Si se busca una representacion en innovaciones {A, C, K, R}, se
propone calcular las matrices auxiliares  y I' a partir de Q, Ry S, y resolver a

continuacion una ecuacion de Riccati para encontrar la matriz K.

En este trabajo optamos por utilizar la secuencia auxiliar de estados Zi, Zi+; y la
regresion posterior para el calculo de las matrices A y C. Este es el enfoque de la tercera
variante propuesta anteriormente. Sin embargo, y frente a dicha variante, para el calculo
de la matriz K del modelo en innovaciones utilizaremos las férmulas alternativas que

vimos anteriormente al estudiar el método de Aoki -Ostermark y Aoki (1992), Vargas

! Hasta aqui procede igual que el primer algoritmo.

? El algoritmo de Van Oberchee y De Moore no trabaja con la representacion en innovaciones. Ver Anexo

IV, apartado IV.1, para una definicion de las matrices Q, Ry S.

3 Con un sesgo que tiende a cero cuando i tiende a infinito.
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(1999)- y que evitan tener que resolver una ecuacion de Riccati. Ademas, al estimar K

por este procedimiento se evita también el problema de la secuencia real positiva.
Las formulas a utilizar para estimar K son:
e =y - Cz
E[(z+1-Az)e] = KE[e €]
Lo que se traduce en
K=E[(z1-Az)e] Efee]’

Notese que los estimadores de los términos (z:; - A z) y e son precisamente los

residuos de la regresion con la que se estimaron A 'y C.

Otra opcion para estimar las matrices por minimos cuadrados, una vez estimada la

secuencia de estados, es utilizar la ecuacion de observaciones
Yy = Cz + e

para estimar la matriz C y los residuos e; ( y la matriz R a partir de éstos) y a

continuacion utilizar la ecuacidn de transicion de estados
Zi1 = Az + Ke
para estimar las matrices A y K.

Con estas consideraciones, indicamos a continuacion el algoritmo completo que

proponemos y que utilizaremos como algoritmo de subespacios genérico.
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1 Calcular las proyecciones:
@ =Y/Y, = Y, (Y, Y)Y,
D =Ye /Yy = Ye Yo (Ypr Yoo I Yoo

2 Calcular la descomposicion en valores singulares de la matriz de proyeccion

estimada ®; acondicionada por las matrices de pesos W1y W,
W1 (I)i Wz = U py V’

3 Determinar el orden n del sistema por inspeccion de los valores singulares de X.
Seleccionar las n primeras columnas de U y la esquina superior izquierda n x n de

Y. para obtener las matrices Uy y Xy.
4 Estimar una matriz de observabilidad O; mediante la formula:
0 =W, 'U %"
v obtener Oi.| por eliminacion de las ultimas m filas de O
5 Calcular Z; y Zi+ de la forma:
Zi=(0)" @ Zi =(0u) @y

6 Estimar C por regresion de [yi1, Yit2, ..., Yi+j ] Sobre Z; y tomar los residuos de

regresion E:
[¥ic1, Y2, - ¥ii] =C Zi+E
Calcular R= EE’
7 Estimar A'y K por regresion de L., sobre Z; y sobre E:

Zi.1= AZ,+KE

Cuadro 4.1. Algoritmo genérico de subespacios. Variante propuesta.
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4.6 Algoritmos particulares

La elecciéon de las matrices W, (invertible, arbitraria) y W, (de rango completo,
arbitraria) permite incluir como casos particulares del método general de subespacios
una amplia serie de algoritmos propuestos en la literatura. Este es el caso de los
denominados algoritmos de componentes principales (PC) y algoritmos de analisis de

variables candnicas (CVA 6 CCA).
Algoritmo de componentes principales

El algoritmo de componentes principales determina las componentes principales de la

matriz C; = E(Yr Y’,). Esta matriz esta constituida por matrices de autocovarianza (I')

en la forma:
( Fi Fi_l —-——- FZ l—‘l )
iy I --—- I3 I3
C = o T -——- TI's I3
I'yiq I'io - I'im I}

El método de Aoki pertenece a este tipo de algoritmos. Recordemos que el método de

Aoki se basa en la matriz H = E(y," yu.")

(I I Iy - Iy

rn, Is Iy -—-—-- I'np+

H = F3 I 4 F5 —————— r Np+2
_ Ine I Dnprz ------ I'neinp1 )

Obsérvese que, tomando unos valores Ny = N, = 1, las matrices de covarianzas que
componen la matriz C; son las mismas que componen la matriz H del método de Aoki.
El motivo de la diferente ordenacion de las matrices de covarianzas es la distinta

ordenacion que los dos métodos hacen al trabajar con las observaciones.

Van Oberschee y De Moor (1996, p. 79) demuestran que este algoritmo corresponde a
una eleccion particular de las matrices de acondicionamiento W; y W; en el contexo del
algoritmo general. En concreto, corresponde a la eleccion
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Wi = Ini
Wa=Y7 (1.-1‘(10‘{,10)-1/2 Yy

Lo que permite incluir el algoritmo de componentes principales en el marco del

algoritmo general de subespacios considerado.
Algoritmo de correlaciones canonicas CCA

El algoritmo de correlaciones candnicas (CCA 6 CVA, Larimore 1983) realiza un
analisis de correlaciones candnicas entre las observaciones “pasadas” Y, y las “futuras”
Y:. Van Oberschee y De Moor (1996) demuestran que este algoritmo corresponde a una
eleccion particular de las matrices W; y W, en el contexo del algoritmo general. En

concreto, corresponde a la eleccion
_ il 172
Wi=( YrY’)
W,=1,.

Larimore (1996) y Bauer y Ljung (2002) defienden la optimalidad del método CCA
frente a los otros algoritmos de subespacios, en particular para la identificacion de
procesos estocasticos. Ademas, CCA, frente a muchos de los otros algoritmos de
subespacios, es insensible a la escala de las variables, ya que el propio método realiza
una normalizacién. Bauer y Ljung (2002) refieren un articulo de Bauer (atin no
publicado en el momento) en el que demuestra que, para procesos estocasticos
estacionarios, el método CCA es asintdticamente equivalente a (pseudo) maxima
verosimilitud, es decir, que los estimadores tienen la misma varianza asintdtica que los

obtenidos maximizando la funcion de verosimilitud gaussiana.
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4.7 El método de Aoki como método de subespacios

Llegados a este punto podemos interpretar el método de Aoki como un método de
subespacios. Aoki (1997) realiza una comparaciéon entre ambos métodos (el suyo y los
de subespacios) e indica que, aunque los procedimientos numéricos utilizados para el
calculo de las proyecciones ortogonales son distintos, los dos comparten el mismo

marco conceptual, en particular para series sin sefiales exdgenas.

Desde el punto de vista del procedimiento practico, sabemos ya que, utilizando una
matriz de acondicionamiento apropiada en el algoritmo de subespacios (la
correspondiente al método de componentes principales), los dos métodos trabajarian
sobre la misma matriz y con los mismos objetivos. La especificacion del modelo
(determinacion del orden) seria comun. En cuanto a la estimacion, los algoritmos de
subespacios ofrecen alternativas mdas sencillas que el método de Aoki, basadas en

herramientas de algebra numérica eficientes y robustas, como la descomposicion QR.

Desde el punto de vista de la interpretacion tedrica, el método de Aoki busca una
representacion en el espacio de estados que proporcione una buena aproximacion a la
secuencia de autocovarianzas muestral contenida en la matriz de Hankel H, y fue
desarrollado inicialmente como un método de variables instrumentales. Aunque ya se
indicaba la posibilidad de calcular la secuencia de estados a partir de las observaciones,
el algoritmo original no utiliza esta secuencia como herramienta para la estimacion de

las matrices del modelo.

El método de Aoki presenta ademads las ventajas de anidamiento estricto, estabilidad de
los submodelos y especificacion eficiente, propiedades que se mantendrian si la
estimacion del modelo se llevara a cabo mediante el método de subespacios equivalente

(método de componentes principales).

Por otro lado, podriamos decir que las principales aportaciones de los algoritmos de

subespacios respecto al método de Aoki consisten en:

- La concepcién de la secuencia de estados como un instrumento directamente
calculable a partir de las observaciones y que permite la estimacién por minimos

cuadrados de todas las matrices del modelo.
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La implementacion de los calculos mediante operaciones algebraicas numéricas

robustas como la descomposicion QR.

Proporcionar un marco muy general (algoritmo general) para este tipo de
métodos de identificacion, que contempla el enfoque de Aoki como caso
particular. Los distintos algoritmos de subespacios corresponden a distintas
selecciones de las matrices de pesos W; y W,. Ademas, este marco general
permite abordar la cuestion de seleccionar las matrices de pesos W; y W, de
forma oOptima, lo que en el caso estocéstico estacionario conduce al algoritmo

CCA (Bauer y Ljung 2002).
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5 IDENTIFICACION DE PROCESOS NO ESTACIONARIOS EN
EL ESPACIO DE ESTADOS

5.1 Introduccion

El estudio de la cointegracion supone abordar procesos no estacionarios. En un contexto
general de analisis estadistico de modelos no estacionarios en el espacio de estados,
citamos, en particular, a Gourieroux y Monfort (1997), que proporcionan también (cap.
16) una excelente panoramica de las aplicaciones de modelos en el espacio de estados;
Pefia y Poncela (2005) presentan un tratamiento teérico general de modelos con factores
comunes dindmicos no estacionarios; Bauer y Wagner (2003) desarrollan una forma

canodnica en el espacio de estados para representacion de procesos con raices unitarias.

Aungque los algoritmos de subespacios vienen desarrollandose desde la década de los 80,
su aplicacion a procesos no estacionarios ha sido poco abordada atin. Una revision de la
literatura proporciona el algoritmo de Aoki (Aoki y Havenner 1991) como el primer
caso de aplicacion de un algoritmo de subespacios a procesos no estacionarios, y el
unico que hasta el momento ha conseguido una cierta continuidad y relevancia en su
aplicacion practica (Havenner 1997, Ostermark 1997, Vargas 2000). Como ya hemos
indicado, aunque el algoritmo de Aoki no fue inicialmente concebido como un método
de subespacios, es conceptualmente equivalente (Aoki 1997) y lo clasificamos como tal.
Dentro de los métodos de subespacios propiamente dichos, la cuestion de aplicacion a
sistemas cointegrados ha sido abordada recientemente en los trabajos de Bauer y
Wagner (2002) y en Larimore (2000), centrados en el algoritmo de correlaciones

canonicas CCA.

En este capitulo analizaremos en primer lugar, y desde el espacio de estados, distintas
posibilidades de descomposicion analitica de una serie temporal en componentes
ciclicos y tendenciales, siguiendo principalmente a Aoki y Havenner (1991). Tras ese
analisis, revisaremos el método de dos etapas propuesto por Aoki para modelar procesos
no estacionarios, elaborado a partir de su algoritmo para procesos estacionarios que ya
discutimos en el capitulo 3. Vargas (2000) presenta una revision mas actualizada del
algoritmo original, al que también aporta un contraste estadistico de cointegracion.
Continuaremos el capitulo con la revision del método ACCA de Bauer y Wagner

(2002). Una vez vistos los dos algoritmos propuestos en la literatura, la revision del
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procedimiento propuesto por Aoki para andlisis de procesos no estacionarios, en
combinacion con ciertos resultados relativos a la optimalidad del método de subespacios
conocido como CCA para la identificacion de sistemas estocasticos, nos condujo a
plantearnos un método de subespacios para procesos estocasticos no estacionarios que
denominaremos ‘“algoritmo de correlaciones candnicas bietapico”, o CCA2.
Concluiremos el capitulo con un breve analisis sobre los contrastes de tendencias

comunes (especificacion del modelo de tendencias).

5.2 Descomposiciones analiticas ciclo-tendencia

Con modelos estrictamente estocésticos', es frecuente realizar una descomposicién de
la serie en componentes basandose en las diferentes frecuencias presentes en la
dindmica de los datos: un modelo para capturar la tendencia (o componente de baja
frecuencia) y un modelo para capturar los ciclos (o desviaciones de alta frecuencia con
respecto a la tendencia)®. El modelo de tendencia capturaria las posibles faltas de
estacionariedad junto con los componentes de baja frecuencia, de modo que los datos
que usemos para calcular el modelo de altas frecuencias sean estacionarios y no se vean

afectados por los movimientos de baja frecuencia.

Dado que los efectos de tendencia y ciclo no se observan por separado, cualquier
descomposicion en tendencia y ciclo depende necesariamente de un conjunto particular
de hipotesis o restricciones impuestas. Ademas, no hay consenso respecto a las
restricciones que deben usarse para la identificacion de estas componentes. La validez
del modelo conjunto puede contrastarse, pero no es posible contrastar cada componente

(tendencia y ciclo) por separado.

' En la préctica, no podemos saber a partir de un niimero finito de observaciones si la tendencia es
estocastica o es una tendencia determinista de condiciones suficientemente cercanas, aunque contrastes
como el anteriormente citado de Elliott, Rothenberg y Stock (1996) pueden servirnos para tomar una

decision.

2 ..y, . . . . .
En muchos casos esta descomposicion se impone para interpretar o explicar mejor el comportamiento de

la serie y es una descomposicion arbitraria, pero que puede resultar practica.

-102 -



Identificacion de Procesos No Estacionarios en el Espacio de Estados

Como puede verse en Vargas (2000), el comportamiento a largo plazo del sistema
depende de los autovalores de la matriz dindmica A. Si alguno de los autovalores tiene
un moddulo superior a la unidad, el sistema presenta un comportamiento explosivo. Si
todos los autovalores son inferiores a la unidad en modulo, el sistema es estable, y el
efecto de cualquier perturbacion en el vector de estado va convergiendo a cero
paulatinamente. En este Ultimo caso, la serie es estacionaria (es agregacion de estados
estacionarios). Si algunos de los autovalores presentan modulos unitarios, el sistema no
es estable, y esta falta de estacionariedad de algunos estados se trasmitira a algunas de

las series observadas.

Aoki y Havenner (1991) plantean tres descomposiciones alternativas tendencia-ciclo de
una serie temporal no estacionaria basadas en la descomposicion de la matriz dindmica
A de una representacion en el espacio de estados del sistema: una utiliza la
descomposicion espectral de A y las otras dos se basan en la descomposicion de Schur
de esta matriz (éstas ultimas corresponden a los modelos de cointegracion y de

correccion del error). En los tres casos se procede del mismo modo:

a) Particion del vector de estados en dos grupos, conforme a los autovalores de A:
un grupo de estados que llevan informacion sobre la dinamica de largo plazo (o
tendencia, o movimientos de baja frecuencia), asociados a los autovalores de
mayor valor de la matriz A, y otro grupo de estados que llevan informacion

sobre la dinamica de alta frecuencia (corto plazo, ciclo).

b) Seleccion de una base para el espacio de estados tal que la representacion del
sistema tenga una matriz dinamica A* diagonal (descomposicion espectral), o

triangular (descomposicion de Schur).
1 Descomposicion espectral

Descompongamos la matriz dindmica A de una representacion en el espacio de estados

en sus autovectores y autovalores ordenados por orden decreciente, en la forma' :

1 . . .. , . . . . .,
Asumimos, por simplicidad, que el nimero de autovectores independientes es igual a la dimension de A.
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donde A, es una matriz diagonal que contiene los k mayores autovalores de A, y A; es
una matriz diagonal que contiene los n-k autovalores menores. Q; y Q, corresponden a
las k primeras y n-k Gltimas columnas de Q respectivamente. Q' y Q* corresponden a

las k primeras y n-k ultimas filas de Q"' respectivamente.

Buscamos trabajar con un nuevo vector de estados [1°; 11’]’ tal que los estados T estén
asociados a los k mayores autovalores (y por tanto al modelo para la tendencia) y los 1
estén asociados a los n-k menores autovalores (y por tanto al modelo para el ciclo).
Recordemos que ante el cambio de base para los estados z*. = T z; se tiene una nueva
matriz dinamica A* = TAT™. Teniendo esto en cuenta, junto con la descomposicion A
= QAQ"', encontramos que, para que la matriz dinamica sea diagonal, debemos tomar
un vector de estados’ [Ty = Q'1 z.. La ecuacion de transicion de estados queda

entonces:

Te+1 Tt
= A + Q-1 K e
Ne+1 Nt

que corresponde a modelos separados para la tendencia T, y para el ciclo n:
T = AT + Q1 K e
N1 = Aome +Q° Koe

2 Descomposicion de Schur

Mantendremos una particion del vector de estados en dos grupos, conforme a la distinta
magnitud de los autovalores de la matriz A: un grupo asociado a la tendencia (k

autovalores mayores) y un grupo asociado al ciclo (n-k autovalores menores).

! Esto es, T, = Ql ZynN = Q2 z, . También se tiene z. = Q; T, + Q. ;
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De igual modo que en el apartado anterior buscabamos una representacion del sistema
en la que la matriz dindmica fuera diagonal, podemos buscar una representacion en la
que dicha matriz sea triangular. Para ello podemos basarnos en la descomposicion de

Schur (Golub y Van Loan, 1983): A = QUQ’, donde U es triangular superior y Q
cumple QQ’=1,

Tomar unos nuevos estados z*; de la forma z*; = Q’z; nos conduce a una representacion
cuya matriz de transicion de estados es triangular superior. Si la descomposicion de
Schur se realiza tomando un orden decreciente para los valores singulares y
consideramos la particiéon del vector de estados en tendencia y ciclo z* = [t°; ],

tenemos el modelo

Tirl T Uiy Up T
+Q Ke

I
(
+
.
~
Ly
!

Ne+1 Nt 0 Uy L [’

Esta representacion con matriz dindmica triangular superior y estados asociados a los
autovalores ordenados por orden decreciente corresponde a un modelo en el que la
tendencia T; (que es el componente que modela las no estacionariedades) se ve afectada
por el estado del ciclo i, de la forma T+ = Upte +Upne + Q’ K e; Notese que los
dos ultimos sumandos son estacionarios. Este analisis es la base del método empirico de
identificacion de sistemas cointegrados en dos etapas de Aoki que veremos mas

adelante.

Si en vez de trabajar con una matriz dinamica triangular superior consideramos una
matriz dindmica triangular inferior', estaremos tomando una descomposicion en la que
el modelo para el ciclo depende del modelo para la tendencia (“equilibrio” a largo
plazo). Aoki y Havenner (1991, p. 46) indican que esta representacion corresponde a la
nocion de “correccion del error”, mientras que la representacion con matriz dindmica

triangular superior corresponde a la nocion de cointegracion.

" Aoki y Havenner (1991) indican que se puede llegar a esta representacion utilizando la misma
descomposicion de Schur con matriz triangular superior, pero con autovalores ordenados en orden
creciente, lo que supone cambiar en el vector de estados el orden tendencia-ciclo [T’ 1] por el de ciclo-

tendencia [n’; T°¢]’.
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Equivalencia de las descomposiciones

Como hemos visto, existe una equivalencia matematica entre las descomposiciones
estudiadas tal que, si la especificacion del modelo es conocida, las distintas
descomposiciones corresponden a representaciones equivalentes que producirian las

mismas predicciones (aunque la descomposicion en ciclo y tendencia seria distinta).

Resulta muy interesante la observacion de Gilbert (1993) respecto a que, dada la
equivalencia de estos modelos, la alternativa “cointegracion frente a correccion del
error” es una cuestion para la teoria econdmica que no puede ser resuelta mediante el

analisis estadistico.

Sin embargo, si la especificacion del modelo no es conocida, cada descomposicion
puede tener asociado un procedimiento empirico distinto de busqueda de la
especificacion. Esto puede dar lugar a modelos con distintas especificaciones
dependiendo de la descomposicion utilizada, y, por tanto, a distintas predicciones y

distintas calidades de prediccion.

5.3 Método empirico de Aoki para el modelo de cointegracion

Basandose en la descomposicion de Schur anterior, Aoki (1990) propone un
procedimiento en dos etapas que modela primero la tendencia o componentes de baja
frecuencia del sistema. Las autocovarianzas para el modelo de altas frecuencias son
calculadas en una segunda etapa a partir de desviaciones medidas respecto a una media

dinamica (tendencia) ajustada al sistema.

Descompondremos el vector de series observadas y; en una componente asociada a la
tendencia a largo plazo o movimientos de baja frecuencia Ct; y un residuo estacionario
y*;, probablemente con correlacion temporal. Los estados T; condensan la informacion
correspondiente a los movimientos de baja frecuencia. El modelo para las observaciones

€S:

Y = Cite +y*t
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con ecuacion de transicion de estados'
T = At T K y™

Como hemos indicado, la idea es calcular primero, a partir de las observaciones, un
modelo que capture las tendencias y movimientos amplios, y obtener un residuo
estacionario y*; que es explicado a continuacion mediante otro modelo en el espacio de

estados:
Yy =Cn: te
Ner1 = An ne + Kn €

De forma que el modelo completo es:

Ti+1 A, KTCn Tt K.
= + e
Ne+ 0 Ay || M Ky
Tt
v= [c. ¢ e
L [’

Obsérvese que es un modelo en el que la evolucion de las tendencias comunes se ve
afectada por el estado del ciclo, pero el ciclo evoluciona independientemente del estado

de la tendencia.

Con este modelo, si las series en y; son no estacionarias, cualquier vector @ que cumpla
a’C; = 0 (es decir, cualquier vector que pertenezca al espacio nulo de C’;), cumplira que

la combinacion a’y; es estacionaria, luego a es, por tanto, un vector de cointegracion.
b b

! Considerado aisladamente, este modelo para la tendencia no cumple en realidad las condiciones de una
representacion en el espacio de estados, dada la correlacion temporal de los residuos y*,. Esta correlacion
deberia ser eliminada, que es en realidad la funcidon del segundo modelo o modelo anidado para la
perturbacion y*; El modelo conjunto si cumple las condiciones de una representacion en el espacio de

estados.
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Aoki (1990) propone utilizar el “algoritmo de Aoki” que vimos anteriormente para
encontrar tanto un modelo para la tendencia como un modelo para el ciclo. El pardmetro
N, es utilizado para establecer la separacion entre dindmica a corto y a largo plazo. En
Aoki y Havenner (1991) se indica que, heuristicamente, si se realiza una regresion de
una serie sobre su valor anterior, se obtiene un indicador del efecto medio a largo plazo.
Si la regresion se realiza sobre varios de los valores retardados, se puede obtener un
cierto detalle ciclico. Teniendo esto en cuenta, al buscar un modelo para la tendencia se
elige un valor de N, muy pequefio, tipicamente 1 para series multivariantes'. Los
residuos de este modelo entran en un nuevo proceso de identificacion, en el que el
parametro N, es incrementado segiin convenga, conforme a lo indicado al desarrollar el

algoritmo de Aoki para series estacionarias.

Tanto para el modelo de tendencia como para el de ciclos, se utiliza la matriz de Hankel
de autocovarianzas para fijar el nimero de estados necesarios en el modelo. Si para el
modelo de tendencias se requiere un nimero de estados superior al nimero de series en
yi, serd necesario un modelo para las tendencias superior al primer orden. Si el nlimero
de estados que condensan la informacion sobre las tendencias es menor que el niimero
de series no estacionarias, entonces hay “tendencias comunes”, compartidas por varias

de las series en estudio.
Determinacion del orden del modelo de tendencias

La determinacion del orden del modelo de tendencias se lleva a cabo en el método de
Aoki mediante el analisis de la matriz de Hankel de autocovarianzas muestrales para
valores pequefios de N, (tipicamente 1). Esto quiere decir que trabajaremos con la
matriz H’ = [f 20 ST A ]. Si tomamos N¢= 1, entonces estimamos el orden a partir

de la matriz de autocovarianzas muestral de primer orden I';.

Aoki (1990) o Aoki y Havenner (1991) sugieren utilizar el mismo procedimiento que
para series estacionarias, que consiste entonces en determinar el rango de I'} mediante el
analisis de sus valores singulares, adoptando un criterio para decidir si un valor singular

es significativo o no. Asi por ejemplo, Arndt y Foster (1997) ordenan de mayor a menor

' Un modelo con N, retardos para una serie vectorial de dimension m equivale a modelos univariantes de

hasta mN,, retardos para las series individuales (Aoki y Havenner 1991).
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los valores singulares (o;) de I'; y eligen un niimero de estados 1 tal que el cociente de

valores singulares 6;11/0; sea de orden 1AT.

5.4 El algoritmo ACCA de Bauer y Wagner

Bauer y Wagner (2002) proponen un método de subespacios para el analisis de sistemas
cointegrados. Citan el método de Aoki como el unico caso previo de aplicacion de

algoritmos de subespacios a procesos no estacionarios.

El método constituye una variante del algoritmo conocido como CCA o CVA
(canonical variate analysis), por lo que se denomina CCA adaptado o ACCA.
Recordamos (apartado 4.6) que CCA resulta especialmente adecuado para procesos
estocasticos (sin variables exdgenas) y, en el caso estacionario, es asintOticamente

equivalente a la estimacion (pseudo) maximo-verosimil (Bauer y Ljung 2002).

En el caso de series no estacionarias cointegradas, Bauer y Wagner parten de una forma

canodnica de representacion de un sistema cointegrado con c tendencias comunes:

Te+l I 0 Tt K.
= + (1
N1 0 Ayl n K,

Tt
v= [c. ¢ e
L [’

donde C; es una matriz ortonormal, T es un vector de ¢ caminos aleatorios (tendencias
comunes, estados no estacionarios) y 1, es un vector de n-c estados estacionarios. Frente
al modelo de Aoki, y por la naturaleza diagonal por bloques de la matriz de transicion
de estados, en este caso la descomposicion ciclo-tendencia es tal que los ciclos y las
tendencias evolucionan con dinamica independiente. El algoritmo CCA estandar estima
de forma consistente los vectores de cointegracion, pero no se ha demostrado la
estimacion consistente de los parametros correspondientes a la parte estacionaria del
sistema. El algoritmo ACCA modifica al CCA para conseguir una estimacion

consistente de todos los parametros del sistema.
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En la practica, ACCA requiere modificar la matriz W del método CCA, sustituyéndola
por una matriz que utiliza ya una primera estimacion de los vectores de cointegracion.
Para conseguir esa primera estimacion de los vectores de cointegracion puede usarse, en
una primera fase, el algoritmo CCA estandar. Los detalles practicos del algoritmo no
son inmediatos y admiten diversas variantes, por lo que no los detallamos aqui,

pudiendo consultarse en Bauer y Wagner (2002).

Bauer y Wagner proponen ademds varios contrastes estadisticos del niimero de

tendencias comunes y un criterio de estimacion consistente del orden del sistema.

5.5 Un algoritmo propuesto: CCA bietapico

Rescatando la idea intuitiva del método de Aoki de realizar una estimacion bietapica
para abordar procesos no estacionarios, pero considerando que, frente a otros métodos
de subespacios como el de componentes principales (equivalente al método de Aoki), el
algoritmo CCA resulta especialmente adecuado para la identificacion de procesos
estocasticos (Bauer y Ljung 2002), proponemos una aplicaciéon en dos etapas del
algoritmo CCA para identificar procesos no estacionarios. La primera etapa debe captar
las tendencias no estacionarias, y la segunda etapa modela los residuos estacionarios de
la primera. La anidacion de ambos modelos proporciona un tnico modelo cointegrado

con la misma estructura que el proporcionado por el método de Aoki (seccion 5.3).

Frente al algoritmo ACCA, que proporciona un modelo en el que la dindmica de
tendencias y ciclos evoluciona independientemente, el método CCA2 proporciona
(como el método de Aoki) un modelo en el que la dindmica de la tendencia depende del
estado del ciclo. En cualquier caso, una vez obtenida una representacion en el espacio

de estados, puede rotarse la base de estados y pasar de un tipo de representacion al otro.

Aunque la identificacion de la segunda etapa (ciclos) se llevaria a cabo conforme al
algoritmo estandar CCA para procesos estacionarios, para la primera etapa (tendencias)
debemos modificar el criterio de seleccion del orden, que en este caso determina el
numero de tendencias comunes del modelo. Discutiremos este aspecto de estimacion del

numero de tendencias comunes en el siguiente apartado (5.6).

En resumen, proponemos el método CCA2 porque:
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= Al ser un método bietapico, mantiene la intuicidon subyacente al método de Aoki.
La ventaja tedrica esperada de un procedimiento bietapico para modelar sistemas
con frecuencias muy diferentes estd en que el modelo para las altas frecuencias
se calcula una vez se ha eliminado el efecto de las bajas frecuencias, de modo
que esperamos que la tendencia no distorsione el calculo del modelo para el

ciclo.

* Frente a las otras variantes de algoritmos de subespacios, y, en particular, frente
al algoritmo de componentes principales utilizado por el método de Aoki, el
algoritmo CCA resulta tedricamente Optimo para identificar procesos

estocasticos (Bauer y Ljung 2002).

Por estos motivos proponemos el algoritmo CCA2 como método de subespacios para
identificacion de procesos estocasticos cointegrados, y lo incluiremos como un
algoritmo mas en los experimentos de simulacion que realizaremos para valorar la
utilidad practica de los métodos de subespacios, comparando los distintos métodos entre

si y con el procedimiento de méxima verosimilitud de Johansen.

5.6 Contrastes del numero de tendencias comunes mediante

métodos de subespacios
Basados en el método de Aoki. Contraste de tendencias comunes de Vargas

Estimar el nimero de tendencias comunes es el mismo problema que estimar el orden
del modelo de tendencias. Los métodos de determinacion del orden del modelo de
tendencias desarrollados como extension natural del método de Aoki para procesos
estacionarios se basan en el analisis de los valores singulares de la matriz de Hankel I,
Aoki y Havenner (1991) o Havenner (1997) no indicaban un criterio distinto al seguido
para procesos estacionarios a la hora de seleccionar el orden del modelo de tendencias,
y el procedimiento ha sido criticado por falta de solidez estadistica. Ostermark (1997)

recurre en este punto a métodos alternativos de determinacion del nimero de tendencias
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comunes': utiliza el método de Johansen y, una vez cuenta con un orden estimado para

el modelo de tendencias, prosigue la estimacion en el espacio de estados.

Trabajar con las covarianzas de series no estacionarias del mismo modo a como estas
funciones se definieron para series estacionarias puede resultar problematico, ya que la
varianza muestral de una serie no estacionaria es divergente a infinito. Sin embargo, se
puede demostrar (Pefia y Poncela 2005) que, para un conjunto de m series integradas de
orden 1 y rango de cointegracion r (esto es, con m-r raices unitarias independientes), las
matrices de autocovarianza muestral generalizada (T"'Ty), definidas como
r _ _
T = T2 2 =N =)
t=k+1
convergen débilmente a una misma matriz aleatoria que tiene m-r valores singulares no
nulos y r valores singulares nulos. Asi pues, cualquiera de estas matrices T"'I' presenta
r autovalores convergentes a cero y n-r convergentes a constantes no nulas.
Considerando este resultado, si calculamos algunas de las matrices de covarianza
muestral T , I , T, , ... , el nimero de valores singulares significativos
(significativamente no nulos) deberia ser n-r, igual al nimero de tendencias comunes.

Ademas, los autovectores asociados a los valores singulares (asintéticamente) nulos

convergen a los vectores de cointegracion.

Esto proporciona una justificacién teérica al uso de la matriz T'I, para la
determinacion del orden del modelo de tendencias, o al uso de I'; si se utilizan cocientes

de valores singulares.

Vargas (2000) aporta al método de Aoki un procedimiento de contraste estadistico
secuencial del orden de cointegracién del modelo, o numero de tendencias comunes,
que, en definitiva, consiste en contrastar el numero de valores singulares

e . . 1+
asintoticamente no nulos de la matriz T" T';.

! Puesto que el problema en este punto es el de determinacion del rango de cointegracion de las series,
podemos considerar cualquiera de las alternativas desarrolladas a este efecto, como las que se indicaron

en el capitulo correspondiente al tema de cointegracion.
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El contraste propuesto por Vargas (2000) comienza por ordenar de mayor a menor los
valores singulares (c; > 62 > ..> o) de la matriz de autocorrelaciones muestral I, y
elegir como estadisticos los cocientes (9,, 03, ..., Om) entre cada valor singular y el
primero (y mayor) de ellos: §; = oi/c;. Una apreciacion cualitativa interesante es que, en
general, se manifiesta un salto de magnitud muy apreciable en estos cocientes

correspondiente al paso entre los valores singulares que convergen a cero y los que no.

Comenzando por 9,, se realiza un contraste secuencial bajo la hipodtesis nula de que el
cociente en cuestion es asintdticamente no nulo (correspondiente a un estado no
estacionario). Si para algin cociente se rechaza la hipdtesis nula, se acepta que ese
cociente y los siguientes son no significativos (son asintéticamente nulos). El nimero de
cocientes 9; (i = 2,..., m) que se suponen convergentes a cero es el numero estimado de

. . 7 1
relaciones de cointegracion .

Vargas (2000) calcula y tabula, para distintos tamafios muestrales (15, 25, 50, 75, 100) y
numero de series (de 2 a 5), la distribucion empirica de los cocientes de valores
singulares bajo la hipotesis nula (cociente o; asintéticamente no nulo). Sin embargo, la
posible deriva existente en los procesos estocasticos considerados altera la distribucion
de los valores singulares de la matriz de autocorrelacion de primer o segundo orden.
Para evitar esta influencia de la deriva sobre los valores singulares, Vargas recomienda
eliminar primero su efecto realizando una regresion sobre una funcion lineal del tiempo
(x¢) que elimine los términos deterministas, y tomar los residuos u;. El modelo completo

que considera es:
yi= Pxe tu
Z1= Az, +Ke
Ut = llu+CZt + e

donde x; es una funcién lineal del tiempo, z; es el vector de estados utilizado para

modelar los residuos estocaticos u; (posiblemente no estacionarios) y e; es i.i.d. (0, R).

''Si todas las series individuales son I(1). Si hay mezcla de series individuales I(1) y I(0), el namero de
valores singulares que se admiten como significativos es el numero de tendencias comunes

independientes que se considera en el modelo.
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Al estimar el modelo, la regresién inicial de y; sobre unas variables x; apropiadas’
permite considerar los residuos u; libres de tendencias deterministas y libres de deriva, y
aplicar el contraste de cointegracion sobre los valores singulares de la matriz de
autocorrelaciones de primer orden. Si se considera que alguna de las series y; es
tendencia estocastica con deriva, para la estimacion del modelo de tendencias se
volverian a tomar los valores originales de y;, en vez de los residuos (u;) de la regresion

inicial®.

Notese que, aunque se propone el procedimiento préactico anterior para abordar la
influencia de componentes deterministas, no queda determinado el efecto sobre la
validez de los contrastes. Por otro lado, los contrastes de Vargas (2000) abordan la
dependencia de la distribucion de los valores singulares respecto del nimero de
tendencias comunes (contraste secuencial), respecto del nimero de series (tablas para
distintas dimensiones de y;) y respecto del tamafio muestral. Sin embargo, no aparece
considerada de forma explicita la (posible) dependencia de la distribucion de los
estimadores 0; respecto a los valores de otros parametros (que pueden ser desconocidos
a priori) del sistema, ya que las distribuciones tedricas no son conocidas. Si se produjera

esta dependencia, la validez de las tablas del contraste quedaria limitada.

Basados en el algoritmo CCA. Contrastes de Bauer y Wagner.

Para un sistema cointegrado de m series temporales y; con ¢ tendencias comunes, que
sea representable en el espacio de estados con un modelo de orden n, se tiene que, bajo
condiciones muy generales (Bauer y Wagner 2002), los estimadores de exactamente ¢
valores singulares del algoritmo CCA convergen a uno (con velocidad de convergencia

T), mientras que los n-c restantes convergen a valores menores que uno (con velocidad

! Havenner (1997) indica que si los regresores son una constante y t, es decir, x, = (1,t)’, entonces los
coeficientes pueden ser estimados por minimos cuadrados ordinarios, el coeficiente de t es
superconsistente con velocidad de convergencia T*? y la ordenada en el origen es consistente con

velocidad VT.

2 o . , . . . . . .
Sin embargo, dos tendencias estocasticas que, sin considerar la deriva, comparten una misma tendencia

comun, pueden no estar cointegradas al considerar la deriva.
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de convergencia T'%). Este resultado proporciona la base para realizar un contraste del

nimero de tendencias comunes a partir de los valores singulares.

Aunque es conocida la distribucion asintotica de algunos estadisticos (Bauer y Wagner
2002) formados a partir de los valores singulares, y pueden utilizarse esos estadisticos
para realizar contrastes de cointegracion, las distribuciones dependen en general de

parametros desconocidos del sistema, lo que hace problematica su aplicacion préctica.

Otra posibilidad es buscar un criterio consistente de estimacién', en vez de un contraste
estadistico. Siguiendo este enfoque (Poskitt 2000; Wagner 2000, p.60), podemos

estimar ¢ como el numero de valores singulares 6; que cumplen la condicion

62> 1- hy/T

1/4 .
— 0 cuando T — oo. Sin

donde hr es una funcién de T tal que hy — oo y hy/T
embargo, la eleccion de la funcidn afecta a los resultados de la estimacion e introduce

un elemento de arbitrariedad.

Bauer y Wagner (2002) proponen también contrastes de cointegracion basados en los
autovalores de la matriz de transicion de estados (A) estimada conforme al algoritmo
ACCA. Estos contrastes ofrecen la ventaja de que la distribucion asintédtica de dichos
autovalores no depende de parametros desconocidos del sistema. En un estudio
mediante simulacion de Bauer y Wagner (2003b) se comparan los resultados
proporcionados por este tipo de contrastes con los proporcionados por el método de
Johansen. Los resultados no son del todo concluyentes: aunque en muestras pequefias (T
= 100, 200, 300) los contrastes de subespacios analizados baten” en general al método
de Johansen, resultan ser a veces mejores y a veces peores que dicho método,
dependiendo de los parametros del proceso generador, sin que se aprecien unas pautas o

razones claras de los motivos de esas diferencias.

! Como vimos, Aoki también propone un criterio para su método, aunque la consistencia de ese criterio

no aparece demostrada.

2 . ’ . . ’ .
Estiman con mayor indice de aciertos el nimero de tendencias comunes correcto
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5.7 Propiedades de la estimacion de parametros mediante métodos

de subespacios en modelos cointegrados

Como ya hemos indicado, el método de analisis de sistemas cointegrados mas extendido
es el método de Johansen, por lo que es el método que usaremos como referencia. El
estudio comparativo de Gonzalo (1994) indica ademas una superioridad practica en
muestras finitas del método de Johansen frente a varios otros métodos habituales de

calculo del vector de cointegracion (caso de 2 variables).

Recordemos que el método de Johansen utiliza una representacion del sistema mediante
un VAR de orden p. Una cuestion interesante es saber en qué medida este método puede
verse afectado o limitado cuando el proceso generador no es un VAR puro, sino que
sigue un proceso VARMA, de la forma A(L) y; = B(L) e.. En estas condiciones, la
formulacion VAR de orden finito, de la forma A*(L) y; = e* s6lo podra constituir una
aproximacion al verdadero proceso generador. Sin embargo, el proceso VARMA de
ordenes p y q finitos si puede ser representado de forma exacta en el espacio de estados

de orden finito.

Los principales resultados teodricos relativos a consistencia de los estimadores en

procesos VARMA cointegrados son:

= El procedimiento de Johansen aplicado sobre un proceso generador VARMA
cointegrado y considerando un VAR de orden p (fijo) proporciona estimadores
consistentes del subespacio de cointegracion (relaciones estables a largo plazo),
pero los pardmetros asociados a la dinamica a corto plazo no se estiman de
forma consistente (Wagner 1999 y Wagner 2000). En particular, la matriz de

covarianzas de las perturbaciones no se estima de forma consistente.

= El procedimiento CCA simple aplicado sobre procesos generadores VARMA
cointegrados proporciona estimadores consistentes del subespacio de

cointegracion (Bauer y Wagner 2002).

= El procedimiento ACCA aplicado sobre procesos generadores VARMA
cointegrados proporciona estimadores consistentes de todos los parametros del

modelo (Bauer y Wagner 2002).
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En el plano tedrico, el método de subespacios de correlaciones canonicas simple (CCA)
proporciona, al igual que el método de Johansen, estimadores consistentes del
. . .1 , . <7 .
subespacio de cointegracion, pero no estd demostrada la estimacion consistente del

resto de parametros del sistema.

Como hemos indicado, el algoritmo ACCA utiliza la forma candnica de Bauer y
Wagner (2003) y modifica al algoritmo CCA para conseguir una estimacion consistente
de todos los parametros del sistema, tanto los correspondientes a la parte no estacionaria
(subespacio de cointegracion, tendencias, relaciones a largo plazo) como los

correspondientes a la parte estacionaria (ciclos, perturbaciones, dinamica a corto plazo).

El método CCA2 que proponemos proporciona la misma estimacion del subespacio de
cointegracion que el método CCA, y por tanto, queda asegurada la estimacion
consistente de las relaciones de cointegraciéon. Aunque con el procedimiento de dos
etapas esperamos estimar de forma consistente también el resto de parametros,
postergamos el andlisis tedrico a la espera de que las pruebas practicas a las que vamos

a someter al método CCA2 justifiquen su utilizacion.

! Bauer y Wagner (2002, p.57). Siendo ¢ el nimero de tendencias comunes, supongamos que estimamos
el modelo por el método CCA y, mediante una regresion de las observaciones y, sobre los primeros ¢
estados, obtenemos la matriz C;. El subespacio nulo de C’; es un estimador (super)consistente del
subespacio de cointegracion. Se trata, en definitiva, de aplicar el algoritmo CCA estandar tomando un

numero de estados igual al nimero de tendencias comunes c.
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6 DISENO DE LOS EXPERIMENTOS

6.1 Introduccion

En este capitulo exponemos la planificacion y las condiciones de realizacion (material y
métodos) de las simulaciones llevadas a cabo con el objetivo de valorar la calidad de
distintos procedimientos de subespacios para identificar sistemas estocasticos

cointegrados.

Trabajaremos con diferentes procesos generadores de observaciones: de dos y tres series
temporales, con una o dos relaciones de cointegracion, con distintos tamafios muestrales
y valores de los pardmetros generadores. Todos los sistemas generadores seran

formulados en el espacio de estados.

Los procedimientos estudiados serdn el algoritmo de correlaciones canonicas CCA, el
recientemente propuesto algoritmo ACCA, de Bauer y Wagner (2002), y el algoritmo
CCA2, original de esta investigacion. En una primera fase se contemplara también el
método de Aoki. Todos estos métodos seran comparados entre si y con el método que
hemos adoptado como referencia: el procedimiento de Johansen — maxima

verosimilitud bajo especificacion VAR(p)-.

Los aspectos valorados seran la capacidad de estimacion de las relaciones de

cointegracion (subespacio de cointegracion) y la calidad de prediccion a corto plazo.

Antecedentes

Entre los antecedentes destacan los trabajos de Gonzalo (1994) y Bauer y Wagner

(2003b).

Gonzalo (1994) compara, para el caso de dos variables cointegradas, distintos
estimadores de la relacion de cointegracion (minimos cuadrados simples, minimos
cuadrados no lineales, Johansen, componentes principales, correlaciones canonicas).
Gonzalo obtiene la distribucion asintotica de estos estimadores y realiza también un
estudio practico comparativo de los resultados obtenidos por cada estimador en
muestras finitas. La metodologia de nuestro estudio esta basada en este trabajo, si bien

nos centraremos en los métodos de estimacion de subespacios, tomaremos distintos
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procesos generadores (mas generales), afladiremos nuevos aspectos a comparar

(capacidad de prediccion) y emplearemos herramientas graficas de comparacion.

Bauer y Wagner (2003b) realizan diversas simulaciones donde comparan el algoritmo
ACCA con el método de Johansen. Contemplan los aspectos de contraste de
cointegracion, estimacion del subespacio de cointegracion y capacidad de prediccion del

modelo estimado, para distintos procesos generadores VARMA.

Aportaciones originales respecto a los antecedentes

* Un nuevo método de estimacion: el algoritmo CCA bietapico o CCA2. Este
método es una propuesta original de esta tesis doctoral y por tanto no ha sido

estudiado con anterioridad.

* Un tipo de relacion de cointegracion mdas general que la considerada por
Gonzalo (1994) o Bauer y Wagner (2003). En estos trabajos solo se considera el
caso en que las relaciones de cointegracion son series estacionarias de esperanza
cero, lo que supone una restriccion que no tiene por qué cumplirse en series
reales. Frente a los citados trabajos, nosotros consideramos la (posible)
existencia de término constante en la relacion de cointegracion, lo que requiere
alterar los procedimientos de estimacion (con modificacion de las caracteristicas

de los estimadores).

* Una forma original de medir la separacion entre subespacios real y estimado: el
angulo que forman dichos subespacios. Esta medida de separacion, ademas de
resultar muy intuitiva en el caso de 2 o tres dimensiones, es generalizable a
mayor numero de series observadas y mayor dimension del subespacio de
cointegracion. Por su parte, Gonzalo (1994) normaliza la primera componente
del vector de cointegracion al valor 1 y mide la distancia en la segunda
componente entre el valor real y el estimado, pero este procedimiento solo es
valido para el caso de dos series y un Unico vector de cointegracion. Bauer y
Wagner (2003b) utilizan la distancia de Hausdorff, que es extensible a varias
dimensiones pero resulta menos intuitiva que el angulo, especialmente para
subespacios representables en el espacio (dos o tres series cointegradas con uno

o dos vectores de cointegracion).
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=  Nuevos procesos generadores. Una de las limitaciones del método de Johansen
es que trabaja con una formulacion VAR, lo que puede resultar problematico
cuando el proceso generador es un VARMA. La sospecha de que el mejor o peor
rendimiento de unos métodos de identificacién respecto a otros (Johansen /
subespacios) pueda depender de las caracteristicas del proceso generador hace
interesante el estudio de una amplia variedad de procesos. Nosotros
trabajaremos con procesos generadores de distintas dimensiones, formulados en
el espacio de estados y que admiten una formulacion VARMA equivalente.
Trataremos de observar como influyen distintos parametros del proceso

generador en la calidad de cada algoritmo de identificacion.

6.2 Separacion del problema de estimacion del problema de

especificacion del nimero de tendencias comunes

Tanto el método de Johansen como el algoritmo ACCA necesitan calcular el nimero de
tendencias comunes como paso intermedio. La estimacion de este valor podria llevarse
a cabo por cualquier criterio al respecto (incluidos los criterios asociados con estos dos
métodos). Si algiin criterio permite estimar de forma 6ptima el nimero de tendencias
comunes, puede ser usado en este punto, con independencia de que la estimacion de

parametros se lleve a cabo después por otro procedimiento.

Por este motivo, al comparar los algoritmos, puede resultar interesante separar el
problema de especificacion del numero de tendencias comunes del problema de
estimacion de parametros, y es la linea que hemos adoptado. En definitiva, en los
experimentos practicos compararemos los estimadores obtenidos por los distintos
métodos suponiendo siempre que el numero de tendencias comunes calculado o
impuesto es el correcto. En cualquier caso, recordemos que, si queremos estimar el
nimero de tendencias comunes mediante métodos de subespacios, tenemos las opciones
que se discutieron en el apartado 5.6, algunas de las cuales han sido comparadas con el
método de Johansen sin resultados concluyentes respecto a la idoneidad de uno u otro

procedimiento.

Aunque imponemos el nlimero de tendencias comunes, estimamos el orden del modelo

(p para una formulacion VAR o n para una formulacion en el espacio de estados)
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mediante distintos criterios, asociados a los distintos procedimientos de identificacion.
Dado que obtendremos modelos con especificaciones diferentes a la del proceso
generador, la calidad de los modelos obtenidos no podemos compararla en funcion de la
distancia de valores de parametros reales-estimados (salvo para el subespacio de
cointegracion, donde si fijamos su dimension para todos los algoritmos). Volveremos

sobre este punto en el apartado 6.4.

6.3 Medida de la calidad de estimacion del subespacio de

cointegracion (relacién a largo plazo)

Para comparar la precision en la estimacion de los vectores de cointegracion debemos
elegir una medida de proximidad o calidad. Dado que los vectores de cointegracion no
son unicos, puesto que cualquier combinacion lineal de vectores de cointegracion es
otro vector de cointegracion, se trata de medir la separacion entre dos subespacios: el
subespacio formado por los vectores de cointegracion estimados y el subespacio
formado por los vectores de cointegracion auténticos (los del proceso generador).

Surgen entonces distintas posibilidades:

* Una posibilidad para medir la calidad de estimacién es comparar dos bases
normalizadas del subespacio de cointegracion. Asi por ejemplo, Gonzalo (1994),
para el caso de un solo vector de cointegracion con dos componentes [vy, V2],

normaliza a 1 el valor de la primera componente y mide la separacion entre el
vector de cointegracion [1, B]” y el vector de cointegracion estimado [1, ,B ]’ por
la diferencia existente en el valor de la segunda componente. Aunque este
método es simple e intuitivo para el caso de dos variables cointegradas, su

extension a mas de dos variables presenta complicaciones, y la separacion entre

los vectores depende de qué componente elijamos normalizar a 1.

=  Wagner (2000, p. 62) y Bauer y Wagner (2003b) eligen la distancia de
Hausdorff para medir la calidad en la estimacion del subespacio de
cointegracion. Si M y N son dos subespacios en R, esta distancia entre ambos

viene dada por
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sup [|(1 =Q)x|| sup |[(/=P)x|

diy (M,N) = max ,
xeM||lx[=1 ° xeN,|x||=1

donde Q denota la proyeccién ortogonal sobre N, P la proyeccion ortogonal
sobre M, y || x || denota la norma euclidea en R®. Para el caso de subespacios de
distinta dimension, esta distancia vale 1. Este sistema permite comparar las
estimaciones entre métodos en el caso en que el nimero estimado de tendencias
comunes sea distinto. Sin embargo, la penalizacion de tomar una distancia de
valor 1 en caso de especificacion incorrecta no deja de ser arbitraria. De hecho,
en Bauer y Wagner (2003b) se separan los problemas de especificacion y
estimacion y, tal y como hacemos en este trabajo, se comparan las estimaciones
bajo la hipdtesis de que el nimero de tendencias comunes se ha especificado

correctamente.

En esta tesis proponemos una medida diferente de la separacion entre subespacios, que,
ademds de resultar intuitiva, no requiere ni se ve afectada por una normalizacion
arbitraria de los vectores de cointegracion. En el caso de vectores con representacion
espacial, esto es, de dos o tres dimensiones, una medida muy intuitiva de la separacion
r | I4 2 1
entre los vectores es el angulo que forman' (“el angulo que los separa”, en el lenguaje
habitual). Esta es la medida de separacion (calidad) que proponemos en este trabajo. La
utilizacion del angulo como medida de separacion entre los subespacios exige sin

embargo algunas consideraciones:

* En el caso de dos series temporales, el subespacio de cointegracion viene
definido por un unico vector en el plano. El dngulo entre vectores puede medir la
separacion entre subespacios. Podemos ademas considerar un s6lo semiplano y
definir angulos positivos y negativos, para detectar sesgos en uno u otro sentido

del vector estimado respecto al auténtico.

" El menor de los posibles, esto es, tomado en (-n/2 , 7/2] si se distingue sentido o en [0, 7/2 ] si no se

distingue sentido.
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» En el caso de tres series temporales, el subespacio de cointegracién puede estar
definido por uno o por dos vectores de cointegracion en el espacio (tres
dimensiones). Si el subespacio viene definido por un Unico vector, el dngulo
entre vectores puede medir la separacion entre subespacios. Si el subespacio de
cointegracion viene definido por dos vectores (un plano), podemos asociar a
cada subespacio un unico vector, el vector ortogonal al plano que lo define, o
vector director del plano. La separacion entre subespacios puede entonces

medirse por el d&ngulo entre vectores directores.

* En el caso de més de tres series temporales, podemos utilizar una generalizacion
matematica del angulo como medida de separacion entre subespacios, aunque la
interpretacion intuitiva se hace mds complicada. Matlab ofrece la funcion
“subspace” a este efecto, definida precisamente como una medida del dngulo
entre subespacios. Este caso de mas de tres series temporales no ha sido

abordado en los experimentos practicos.

6.4 Medida de la calidad de estimacidon de la dinamica a corto plazo

Sabemos que el algoritmo CCA estandar proporciona una estimacion consistente de los
vectores de cointegracion (relacion a largo plazo entre las variables), y que las
modificaciones ACCA y CCA2 de ese algoritmo buscan obtener también una buena
estimacion de los pardmetros correspondientes al ciclo, que influye en la dinamica a
corto plazo. Para medir la calidad de la estimacion de la dindmica a corto plazo existen

varias posibilidades.

Tedricamente, una de las posibilidades es expresar todos los modelos, incluido el
modelo generador, en una formulacion identificable comun tomada como referencia
(por ejemplo, la forma candénica de Bauer y Wagner 2003, o una representacion
VARMA). El problema es que las especificaciones (los 6rdenes) de cada uno de los
modelos estimados pueden ser diferentes, lo que hace complicada la comparacion de
parametros bajo este enfoque, ya que, entre otras cosas, el nimero de pardmetros de
cada modelo es diferente. Es el problema que existe si, por ejemplo, queremos medir la
proximidad entre un modelo AR(3) y un MA(1) observando directamente los valores de

los parametros: aunque ambos modelos podrian ser considerados un ARMA(3,1) con
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valores nulos para algunos de los parametros, es dificil saber directamente como de

proximos estan dos modelos en base a los valores de los parametros.

Parece mejor camino comparar las propiedades estadisticas que se derivan de cada
modelo (que son precisamente, ademas, lo que los modelos buscan captar), o bien
comparar directamente el error de prediccion a corto plazo, que es una medida practica
de la calidad con la que el modelo estimado ha captado la dindmica a corto plazo del
proceso generador. Esta Ultima linea es la que hemos adoptado, centrandonos en el
estudio mediante simulacion del error de prediccion a corto plazo (a horizonte k, con k

=1, 2, 3) proporcionado por cada uno de los distintos modelos.

Sea Yy la prediccion del valor y; a horizonte k (prediccion del valor y; utilizando
valores previos hasta y.x) conforme al modelo que estemos valorando. Algunos
estadisticos habituales para medir la calidad de prediccion en una muestra de tamafio h

(YT+1> YT+25 ---» YT+h ) SON:

Raiz del error cuadratico medio (RMSE):

T+h R 5
\/Z(yz _yt|t—k) Ih

t=T+1

Error absoluto medio (MAE):

T+h

Z |yt _)A/t\t—k |/h

t=T+1

» Error porcentual absoluto medio (MAPE)

Coeficiente de desigualdad de Theil

T+h
\/Z(yt _j/t|t—k)2 /h

t=T+1

T+h T+h
\/zytz /h +\/ Z)A’z\szz /h

(=T+1 (=T+1
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Cualquiera de estos cuatro estadisticos resulta 0til para comparar las predicciones
proporcionadas por distintos modelos, pero la interpretacion de los valores exige
algunas consideraciones. Estas consideraciones nos llevaron a no seleccionar el

coeficiente de desigualdad de Theil, pese a ser nuestro primer candidato.

Obsérvese que los dos primeros estadisticos anteriores (RMSE, MAE) dependen de la
escala, y los dos ultimos (MAPE, Theil), por ser porcentuales, dependen del nivel
(medio) de la serie. La dependencia del valor del estadistico respecto del nivel de la
serie puede resultar problematica en series no estacionarias I(1), en las que el nivel de la
serie no es estacionario, pero la amplitud media de las perturbaciones o de los
incrementos si lo es. Para ver esto, supongamos que generamos 110 observaciones de
un camino aleatorio yi1; = y; + e, donde e; es ruido blanco N(O, 02), y calculamos el
coeficiente de desigualdad de Theil entre las observaciones 101 y 110 para predicciones
Y1 = yi. Obsérvese que el numerador del coeficiente de Theil es un estimador de 02,
mientras que el denominador depende del nivel de la serie. Si, por casualidad, al
empezar la prediccion a partir de la observacion yjg la serie presenta niveles altos (en
valor absoluto y en relacion al valor medio de la perturbacion ey), el coeficiente de Theil
sera proximo a cero. El coeficiente de Theil sera mayor si el nivel medio de la serie en
la observacion 100 resulta ser bajo. El resultado es que el coeficiente de Theil se ve
afectado, no tanto por la calidad de ajuste (en términos absolutos), sino por el nivel que
el camino aleatorio ha alcanzado al calcular el estimador. En multiples simulaciones
podemos esperar niveles muy distintos alcanzados por un camino aleatorio, y por tanto
una alta variabilidad del coeficiente de Theil, causada no por diferencias en el error
absoluto de ajuste, sino por medirlo en términos porcentuales. En modelos estocésticos
con nivel dinamico en los que la amplitud de las perturbaciones es estatica (no depende
del nivel de la serie), no parece apropiado medir el error en términos porcentuales

respecto al nivel de la serie.

Diebold y Lopez (1995) indican que una manera sencilla y popular de comparar la
precision de predicciones se consigue mediante el estadistico U de Theil, definido, para
horizonte de prediccion k y una muestra de prediccion de tamafio h (yr+1, Y142, ..., Y71 )

por:
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T+h

Z(yt _)A;t\t—k)2

— t=T+l
Uk_ tT+-:1 5
Z(yz _yt—k)

(=T+1

donde ¥k es la prediccion a horizonte k (prediccion del valor y; utilizando valores
previos hasta y.x) conforme al modelo que estamos valorando. Este estadistico compara
el error cuadratico de la prediccion a horizonte k de un modelo dado, con el error
cuadratico de la prediccion Jy.x = ywk (la prediccion que corresponderia a un camino
aleatorio). Valores de Uy menores a 1 indican mejores predicciones (en error cuadratico)

que la prediccion “trivial” §yex = Yek.

Propiedades del estadistico U de Theil que resultan especialmente apropiadas para
valorar la calidad de prediccion en muestras de series no estacionarias son la
independencia respecto del nivel y de la escala de la serie. Por ese motivo es el
estadistico que hemos seleccionado para las comparaciones: confrontaremos las
distribuciones del estadistico U de Theil obtenidas (en muestras de prediccion) por cada
uno de los modelos estimados conforme a los distintos procedimientos de identificacion
estudiados. La propia distribucion del estadistico U para cada modelo, ademas de
facilitar las comparaciones, nos aporta informacion directa sobre la calidad de

prediccion del modelo.
Muestra de prediccion y calculo del estado inicial para prediccion

Al generar las observaciones del sistema, hemos tomado muestras de trabajo de tamafio
T y hemos generado un 10% adicional de observaciones para valorar la capacidad de
prediccion de los modelos (muestra de prediccion). Una vez estimados los distintos
modelos, la prediccion de valores la calculamos en el espacio de estados mediante el

filtro de Kalman.

La prediccion basada en el espacio de estados (recursiva) exige contar con un estimador
del estado inicial y de su matriz de covarianzas. La calidad de prediccion de la muestra

. ., . ., e e 4]
de validacion se puede ver afectada por la estimacion de ese estado inicial .

! Matlab ofrece distintas posibilidades ya programadas a este efecto.
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En realidad, al calcular el estado inicial para la muestra de prediccion contamos ya con
toda la muestra de trabajo. La opcidn elegida en este trabajo ha sido utilizar para la
muestra de trabajo un estado inicial suavizado, que minimiza el error de ajuste de la
muestra'. Para la muestra de prediccién utilizamos como estado inicial el estado final
estimado en la muestra de trabajo. En cualquier caso, se comprobo (y asi mostraremos
posteriormente) que, siguiendo este procedimiento de utilizar toda la muestra de trabajo
para estimar el estado inicial de la muestra de prediccion, el método de estimacion del
estado inicial de la muestra de trabajo tiene normalmente poca influencia en la muestra

de prediccion.

Asi por ejemplo, la Figura 6-1 muestra las predicciones a horizonte uno de una serie
generada con el proceso generador PGD2 (que veremos posteriormente), modelo
estimado por el procedimiento CCA simple, y dos estimaciones distintas del estado

inicial: una nula y otra suavizada.

La diferencia debida a la distinta estimacion del estado inicial, notable en las primeras
observaciones, va desapareciendo al contar con mas observaciones. Para un numero
suficiente de observaciones de la muestra de trabajo, la estimacion del estado final (que

es el estado inicial para la muestra de prediccion) serd practicamente la misma.

' La instruccion “predict” de Matlab permite utilizar esta opcion preprogramada, por lo que no entraremos

en detalle.
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Figura 6-1. Prediccion a horizonte 1 de una de las series (linea continua, negro) generadas por el
proceso generador PGD2. Modelo estimado por el método CCA. En rojo (linea discontinua), la

prediccion con estado inicial suavizado. En azul (punto y raya), la prediccion con estado inicial nulo.

6.5 Términos constantes en las relaciones de cointegracion
Las relaciones de cointegracion son de la forma
YigT @Yt .ot anyme T U,

donde las series yi; son I(l) y u; es estacionario. En general, los experimentos
comparativos realizados en la literatura, tales como Gonzalo (1994) o Bauer y Wagner
(2003b), se limitan al caso en que los residuos u; de las relaciones de cointegracion son
series estacionarias de esperanza cero. Puesto que esta restriccidn no tiene por qué
cumplirse en series reales, en este trabajo hemos querido abordar el caso mas general en
que los residuos de las relaciones de cointegracion no tienen necesariamente esperanza
cero. Esta circunstancia exige modificar los estimadores del vector de cointegracion

para mantener la consistencia.

Si los residuos u; de las relaciones de cointegracion son estacionarios pero de esperanza

no nula, pueden expresarse como u;; = W; + iy , donde p; = E(ui;) y vi, es estacionaria de
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esperanza cero. Al término p; lo denominamos término constante de la relacion de

cointegracion.

La estimacion maximo verosimil por el método de Johansen para el caso de que
aparezcan términos constantes (pero no tendencias deterministas) en las relaciones de
cointegracion fue desarrollada en el apartado 2.6. El procedimiento es similar al caso

general, pero requiere obtener los residuos de tres regresiones auxiliares.

Para los estimadores de subespacios, proponemos restar las medias muestrales antes de
estimar las relaciones de cointegracion. Esto elimina en gran medida el desplazamiento

causado por el término constante de la relacion de cointegracion. Obsérvese que si

V= By2etu

donde u; es estacionaria de esperanza L, entonces

Yiem Vi=B(yae- y2) +(u- u)

y, por la convergencia de la media u a la esperanza L,, el ultimo término converge a

una serie estacionaria de esperanza cero.

Del mismo modo, en el caso y;; = B y2r + u, con esperanza de u, igual a cero, el
estimador de minimos cuadrados consistente para  es el que resulta de hacer una
regresion de y; . sobre y», . Pero si la esperanza de u; es distinta de cero, el estimador de
minimos cuadrados consistente para 3 es el que resulta de hacer una regresion de y;
sobre y»;y sobre un término constante. Este estimador es el mismo que el de hacer una

regresion de (yi¢- » 1) sobre (y2¢ - ¥ 2), es decir, el mismo estimador que para el caso

en que no hay término constante en la relacion de cointegracion, pero trabajando en

diferencias respecto a las medias.

Los experimentos practicos han proporcionado buenos resultados para estos estimadores
tomando los datos en diferencias respecto a las medias. Como medida de precaucion,
comparamos también las estimaciones obtenidas por el método de Johansen siguiendo

las dos opciones:

= Sin restar las medias, permitiendo término constante en las relaciones de

cointegracion.

- 130 -



Disefio de los Experimentos

= Restando las medias, suponiendo que el término constante es nulo.

Si nuestro enfoque de restar las medias es adecuado, esperamos que no haya diferencia

entre los dos procedimientos al estimar los vectores de cointegracion.

6.6 Ajuste de los parametros de los métodos de estimacion
Orden de la aproximacion autorregresiva VAR(p) en el método de Johansen

Aunque podriamos seguir el enfoque de Gonzalo (1994) y probar, para cada proceso
generador, los resultados obtenidos con aproximaciones VAR de distintos o6rdenes, en la
practica el experimentador elegira un determinado criterio para seleccionar, dada una
muestra de observaciones del sistema, el orden p del vector autorregresivo con el que
aproxima el sistema. Al comparar métodos de identificacion, resulta interesante
incorporar el efecto del criterio de seleccion (especificacion) del modelo. Entre los
procedimientos de seleccion del orden mas utilizados se encuentran el criterio de
informacion de Akaike (AIC) y el criterio de informacién de Schwarz (BIC). Decidimos

utilizar este ultimo, que es un criterio consistente de estimacion del orden para modelos

VAR (Liitkepohl 1991, p. 132).
El criterio BIC consiste en elegir aquel modelo que minimiza el valor
BIC =-2 (log L)/T + k (logT) /T

donde L es el maximo valor de la funciéon de verosimilitud y k es el numero de
parametros estimados. Para hallar el valor de L, en la seccion 2.6 puede encontrarse la
formula del método de Johansen que proporciona el valor de la funcion de verosimilitud
de la muestra, utilizando una formulacién VEC de un sistema cointegrado con rango de
cointegracion r, suponiendo perturbaciones normales, y suponiendo que no existen
tendencias deterministas pero si existen términos constantes en las relaciones de

cointegracion.

Se considerd un valor minimo p = 2 para el orden autorregresivo de la representacion

VAR en niveles, que corresponde a un orden 1 para la representacion VEC.
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Orden del modelo en los métodos de subespacios. Parametros p y f

La determinacion del orden (n) del modelo en los métodos de subespacios esta basada
en los valores singulares de la matriz W; ®; W, . Sélo los n primeros valores singulares

de esta matriz (desconocida pero estimable) son no nulos (ver Anexo IV). En la
practica, los n primeros valores singulares estimados (&, ) convergen a valores

positivos no nulos, y el resto converge a cero.

Existe una amplia variedad de criterios propuestos (Vargas 1999 realiza una revision
general). Revisando las ultimas publicaciones, hemos seleccionado el criterio BA(n) de
Bauer y Wagner (2003b), que consiste en elegir aquel valor de n que minimice la

funcion
BA(m)=-log(1- &,,.,) + 2nm log(T) /T

donde m es el namero de series temporales (dimension de y;), y donde T es el tamafio
muestral. Bauer y Wagner (2003b) proponen este criterio por sus propiedades tedricas
de consistencia y por sus buenos resultados en muestras finitas, en comparaciéon con

otras alternativas.

En las simulaciones se han tomado, dependiendo del proceso generador, valores fijos e
iguales de los parametros p y f de los algoritmos de subespacios. Existen distintas
opciones para elegir valores para estos parametros (Ljung 1999, p. 351). Una opcion es
elegir los valores p y f en base a un criterio de informacion'. Para que el método

funcione bien, se debe cumplir f > n (desconocido a priori), y suele tomarse p = f.

En nuestros experimentos se comprobo6 que el valor de los parametros p y f tenia poca
influencia sobre los resultados, una vez superado el valor del orden del sistema. Tomar a
priori un valor fijo de p y de f puede interpretarse como la consideracion de un limite

superior a priori sobre el orden del sistema subyacente.

! Bauer y Wagner (2003b), basandose en una demostracion de consistencia, toman p = f =2 x p(AIC),

donde p(AIC) es el orden de una aproximacion VAR que minimiza el criterio de informacion de Akaike.
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6.7 Proceso general de las simulaciones. Programacion y

herramientas de analisis

Se han seleccionado varios procesos generadores para las simulaciones, con distinto
numero de variables y de relaciones de cointegracion. Cada proceso generador viene
definido en funcién de un conjunto de parametros que toman distintos valores en las
simulaciones, buscando cubrir un rango amplio y variado de caracteristicas del proceso

generador.

Para cada proceso generador y combinacion de valores de los pardmetros, se generaron
por simulaciéon muestras de identificacion y de prediccion. En prediccion se usaron
muestras de un tamafio igual al 10% del tamaio de las muestras de identificacion. Sobre
la muestra de identificacion se aplicaron los distintos métodos de identificacion
estudiados, obteniendo los respectivos modelos estimados. Para cada modelo, se calculd
la separacion entre los subespacios de cointegracion real y estimado (angulo alpha) y se
calcularon los estadisticos U de Theil (calidad de prediccion a corto plazo) a distintos
horizontes. Repitiendo N veces la generacion de muestras, se obtuvieron las
distribuciones empiricas del angulo alpha (separacion entre los subespacios de

cointegracion real y estimado) y de los estadisticos U de Theil.

Los resultados han sido representados graficamente mediante histogramas y exportados
a Excel para analizar, mediante tablas y graficos dindmicos, las medidas descriptivas

(media, mediana, sesgo, dispersion,...) de las distribuciones obtenidas.

De forma mas visual, el procedimiento seguido es:
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Para cada proceso generador de datos PGD (0) j

~

Para cada combinacion de valores de los parametros 0, considerando

- Distintos coeficientes en las matrices del sistema (equivalente a distintos

4 coeficientes en una formulacion VARMA)

- Distintas distribuciones estadisticas de las perturbaciones: N(0,1), ts, U[-2,2].

- Distintos tamafios muestrales T (50, 100, 300)

\ /

4 Desde 1 hasta N h

= Generar una muestra de tamafio 50 + T + 0,1 T (desecho + muestra de

identificacion + muestra de prediccion)
- J

~

Para cada procedimiento de identificacion estudiado

o Obtener un modelo para el proceso generador utilizando la muestra de

identificacion e imponiendo el nimero de tendencias comunes correcto.

» o Calcular, con el modelo obtenido:

* La desviacion en la estimacion del subespacio de cointegracion

(angulo alpha)

= La precision en la prediccion a horizontes 1, 2 y 3 (estadisticos

Ui, Uy y Us de Theil calculados en la muestra de prediccion)

\ /

4 N
Estudiar y comparar las distribuciones empiricas obtenidas del dngulo alpha

(desviacion en la estimacion de las relaciones de cointegracion) y de los
estadisticos U de Theil (precision en la prediccion a corto plazo) por cada

método de identificacion.
. J
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Otro aspecto considerado al estudiar los diferentes procedimientos de identificacién ha
sido el orden estimado del sistema (esto es, el nimero de estados para una formulacion

en el espacio de estados, o el nimero de retardos para una formulacion VAR).

Al valorar la capacidad predictiva de los modelos obtenidos por los distintos
procedimientos comparados se ha incluido también un contraste no paramétrico de

igualdad. También se ha estudiado la prediccion mediante combinacion de modelos.

Se selecciond un numero de repeticiones N buscando un equilibrio entre el tiempo de
simulacion y la precision y estabilidad de los resultados. Se comprob6 que, en general,

con un numero de repeticiones N = 1.000:

- Los histogramas de las distribuciones empiricas estudiadas presentan un aspecto

suave, “continuo”.

- El aspecto de los histogramas practicamente no varia al repetir series de
simulaciones, de forma que las diferencias visuales existentes y detectadas entre
las distribuciones de los distintos estimadores se mantienen al repetir el

experimento.

- La variabilidad de los estadisticos descriptivos (media, mediana, IQR,...) de las
distribuciones empiricas calculadas en series de simulaciones es reducida con
relacion a las diferencias existentes entre los distintos métodos comparados: las

conclusiones comparativas observadas se mantienen en las repeticiones.

Para generar las perturbaciones pseudo-normales se utilizd la funciéon “randn” de
matlab. Para analizar el efecto de perturbaciones no gaussianas se escogié una
distribucion t con cinco grados de libertad (Figura 6-2), generada mediante la funcion
“trnd”, y, en ocasiones, se utilizd también una distribucion uniforme [-2,2]. En todos los

casos se despreciaron las primeras 50 observaciones de los sistemas simulados.
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Figura 6-2.Comparacion entre una distribucion normal (0,1) (linea discontinua) y una t con cinco grados

de libertad (linea continua).

La plataforma de trabajo utilizada ha consistido en un ordenador personal con
microprocesador AMD Athlon XP 1600+ y sistema operativo Windows 2000. Todos
los métodos de identificacion de sistemas cointegrados analizados (CCA, ACCA,
CCAZ2, Johansen) han sido programados en matlab por el autor. Para la estimacion de la
relacion de cointegracion en el caso de dos variables, también se programaron los
métodos de minimos cuadrados ordinarios (MCO), componentes principales (CP) y

Aoki.

El método de Johansen y el método de Johansen para el caso de existir términos
constantes en las relaciones de cointegracion (en ausencia de tendencias deterministas)
se programaron basdndose en las descripciones de los algoritmos que aparecen en
Hamilton (1994, c. 20). El método CCA y ACCA fueron programados basandose en
una version inicial del documento de Bauer y Wagner (2002), y fueron posteriormente
depurados por comparaciéon con el codigo amablemente proporcionado por el Dr.
Dietmar Bauer'. El método CCA2 se programé conforme a la descripcion del mismo
realizada en esta tesis doctoral. Para la estimacion del vector de cointegracion en caso
de dos variables, los métodos de minimos cuadrados y componentes principales se
programaron basandose en Gonzalo (1994), y el método de Aoki se programd

basandose en Aoki y Havenner (1991).

" En las simulaciones de los métodos CCA y ACCA se utilizé finalmente el codigo proporcionado por el

Dr. Bauer, coautor del algoritmo ACCA.
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6.8 Pruebas iniciales

Para comprobar el funcionamiento de los métodos programados y contrastar resultados
de investigadores anteriores tomamos un proceso generador de datos (PGD) de Gonzalo
(1994), quien cita a su vez a varios autores (Engel y Granger 1987, Hansen y Philips
1990) que lo han empleado con anterioridad. Llamaremos a este proceso generador de
datos PGDO, y lo utilizaremos para contrastar los resultados obtenidos por Gonzalo
(1994) con los obtenidos en nuestras simulaciones, por lo que en este caso nos

limitaremos a estudiar la calidad de estimacion del subespacio de cointegracion.

El proceso generador de datos PGDO considerado es

Vit- Py =u U =puet ey Cit 0 1 0o

A1 Y- Y2t T W Wi = Wt €y €2t 0 0o o

La variable intermedia u; es un proceso autorregresivo AR(1) de parametro p,

estacionario si |p| < 1. La variable intermedia w; es un camino aleatorio.

El proceso PGDO es posiblemente mas facil de interpretar en una formulacion
(reducida) ciclo-tendencia. Si consideramos las dos primeras ecuaciones, que en forma
matricial son del tipo Fo (yis, y21)° = (ut , wy)’ , y supuesto que det(Fy) # 0 (en nuestro
caso, a; P - a, # 0), podemos despejar (y1,, y2:)’ = Fo'' (u;, w)’ . Es decir, podemos
expresar las variables observadas (y1;, y2) en funcion de las variables intermedias (u; ,

W), obteniendo

1
Vig = ——Bwi- a2u) = PBr- am
ap-a,
1
Yo, :—(Wt‘ alut) = Tt- A1 M
ap—a,
1 ) ) ) L. 1
donde 1. = ——— w; s un camino aleatorio (tendencia estocastica) y i = ———— iy
a,p—a, a,f - a,

es un proceso autorregresivo AR(1) de parametro p (estacionario, supuesto |p| < 1). Las
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dos series observadas en PGDO son entonces combinacion de un camino aleatorio

comun y un ciclo estacionario comun.

El parametro o” es la varianza de la perturbaciéon responsable de generar el camino
aleatorio. Por otro lado, la varianza de la perturbacién que genera el ciclo estacionario
es la unidad, por lo que o” se puede interpretar como un cociente sefial-ruido: cuanto
2 : : .,
mayor es ¢-, mayor es el peso de la tendencia respecto al ciclo, por lo que la relacion de

cointegracion debe aparecer de forma mas clara.

Realizaciones del proceso PGDO (sin término constante en la relacion de

cointegracion)

Figura 6-3. Realizaciones del proceso PGDO sin término constante en la relacion de cointegracion, para
distintas combinaciones de valores de los parametros. Este es uno de los procesos estudiados por

Gonzalo (1994).

La Figura 6-3 representa distintas realizaciones del proceso PGDO correspondientes a
distintas combinaciones de valores de los parametros. En este primer caso no se ha

incluido término constante en la relacion de cointegracion para poder comparar con los
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resultados de Gonzalo (1994). El espacio paramétrico considerado en este caso es el
mismo que el que utiliza Gonzalo (1994) en sus resultados: (a; x a;x Bxpxox0xT)

cona; =(0,1),aa=-1,p=1,p=0.8,6=(0.25,0.5,1,2), 06 =(-0.5) y T = (100, 300).
Estimacion de la relacion de cointegracion
Los métodos de estimacion utilizados son:

* minimos cuadrados (MCO),

= componentes principales de la matriz de correlaciones muestral I'y (CP),

= componentes principales de la matriz de correlaciones muestral I'; (Aoki),

= correlaciones candnicas (CCA)

»  maxima verosimilitud (ML).

En el caso de méxima verosimilitud se consideran distintos o6rdenes para la estimacion
de la serie observada y; en forma de vector autorregresivo: orden 1 y orden 5 (que
corresponden a autorregresivos en diferencias de drdenes cero y cuatro, por lo que nos
referiremos a los estimadores como ML(0) y ML(4) respectivamente. Notese que el

proceso generador se puede formular como un VAR(1).

Los resultados obtenidos para la distribucion del parametro [ (relacion de
cointegracion) estimado por los distintos procedimientos y utilizando 5.000 repeticiones

son muy similares a los proporcionados por Gonzalo (1994) utilizando 500 repeticiones.

A modo de ejemplo se presenta la tabla 6.1, correspondiente a la combinacion de
valores T =300 y a; = 1. Las columnas que anaden al nombre del estimador el sufijo —
JG corresponden a los resultados obtenidos por Gonzalo (1994). Los estadisticos
seleccionados en la tabla Tabla 6-1 para comparar los distintos procedimientos de
estimacion de beta son el sesgo de la media, el sesgo de la mediana, el rango entre el
primer y tercer cuartil (rango intercuartilico o IQR), la desviacion tipica (SD) del
estimador y la probabilidad de que la distancia del valor estimado al real sea menor de

0,05.
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Método
Datos  |Sigma|MCO- |MCO |CP-JG |CP Aoki  |CC-JG |CCA  |ML(0)- |ML(0) |ML(4)- |ML(4)
JG JG JG
Sesgo 0.25] -0.701] -0.694] -0.549] -0.520] -0.493] -0.140] 0.017| 0.296] 0.046] -0.174] 0.034
media 0.5 -0.320] -0.311| -0.140| -0.129| -0.088| -0.010| -0.007| 0.009| 0.010| 0.014] 0.011
1| -0.125] -0.121| -0.057| -0.054| -0.038| -0.008| -0.007| 0.002] 0.002] 0.004| 0.002
2| -0.048| -0.045] -0.028] -0.026] -0.018] -0.005 -0.004] 0.000| 0.000] 0.001| 0.000
Sesgo 0.25] -0.632] -0.650] -0.282] -0.263] -0.200] -0.058] -0.046| -0.005] -0.005| -0.003[-0.002
mediana 0.5 -0.252] -0.250] -0.092| -0.083| -0.063| -0.029] -0.023] -0.003| 0.000] -0.001| 0.000
1| -0.094| -0.088] -0.041| -0.040| -0.030| -0.014| -0.012| -0.001| 0.000| -0.001| 0.000
2| -0.034| -0.032| -0.020| -0.020| -0.015] -0.007| -0.006/ -0.001| 0.000| 0.000| 0.000
IQR 0.25] 0600 0585 0.890] 0.830] 0549] 0268 0.249] 0275/ 0.252] 0.281] 0.266
0.5 0334] 0315 0.185 0.167| 0.151] 0.139] 0.133] 0.137| 0.132] 0.140| 0.135
1| 0.139] 0.126/ 0.078] 0.078] 0.071] 0.070] 0.069] 0.069] 0.065 0.070| 0.067
2| 0.055 0.049] 0.039] 0.037| 0.034] 0.035 0.033] 0.034] 0.032] 0.035| 0.033
SD 0.25] 0.378] 0.369] 0.757] 1.766] 5.102] 3.076] 0.459] 5.908] 0.399] 5.006] 1.013
0.5 0239] 0231 0241 0.362] 0207 0.171| 0.156] 0.162] 0.148] 0.176] 0.154
1| 0.114] 0.109] 0.080] 0.076] 0.071| 0.075| 0.070| 0.072| 0.068] 0.078] 0.072
2| 0.050] 0.047| 0.038] 0.036] 0.034] 0.036] 0.035 0.035] 0.034] 0.038| 0.036
P(dist. <| 0.25 1% 0% 10% 10% 12% 18%|  20% 19%]  22%| 20%| 22%
0.05) 0.5 6% 6%  26%| 28%| 32%| 38%| 37%  37%| 40%| 37%| 39%
1| 29%| 29%| 51%| 53%| 58%| 62%| 63%| 64%| 66%| 65%| 65%
2| 64%| 67%| 78%| 81%| 85%| 88% 88% 89%| 89%| 87%| 88%

Tabla 6-1. Resultados de la distribucion del estimadorﬁ . Con p =3, T=300 y a; =1. Para distintos

procedimientos de estimacion y valores de o. En negrita los mejores valores de cada fila.

La comparacion puede visualizarse mejor en la Figura 6-4, que muestra el sesgo en la

mediana que corresponde a cada uno de los estimadores, para distintas combinaciones

de valores de los parametros del proceso generador. Puede observarse que, en sesgo de

la mediana, los estimadores de correlaciones canonicas y, especialmente, maxima

verosimilitud, son muy superiores a las otras alternativas.
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Figura 6-4. Sesgo de la mediana de las distribuciones del valor [, estimado por los procedimientos

MCO, CP, Aoki, CCA, ML(0) y ML(4), para distintas combinaciones de valores de los parametros del
proceso generador PGDO.

Si representamos el rango intercuartilico IQR (Figura 6-5), observamos que los métodos
CCA y ML resultan similares (algo mas concentrado el primero), y los métodos de
componentes principales y Aoki presentan un problema de dispersion muy acusado para

valores bajos de la sefial-ruido.

Por ultimo, si representamos la probabilidad de que el valor estimado ,B se encuentre a

una distancia del verdadero f menor que una cierta cantidad de referencia (0,05),
obtenemos la Figura 6-6, donde se aprecia de nuevo que, en general, los métodos CCA
y ML (incluso en un modelo sobreespecificado) son los que mejores resultados

proporcionan.
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Figura 6-6. P (|- ,é | <0,05 ), para beta estimado por los procedimientos MCO, CP, Aoki, CCA, ML(0)

v ML(4), para distintas combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGDO.
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7 RESULTADOS

En este capitulo se presenta una serie seleccionada de contrastes, tablas y graficas para
ilustrar los resultados mas significativos de las simulaciones realizadas, conforme a las

condiciones indicadas en el capitulo anterior.

Se consideraran cuatro diferentes procesos generadores de datos, todos ellos formulados
en el espacio de estados como combinacion de ciclos estacionarios y tendencias no
estacionarias I(1). El proceso PGD1 genera dos series temporales cointegradas y es
similar al proceso PGDO que vimos en el capitulo anterior (tomado de Gonzalo 1994),
pero introduce término constante en la relacion de cointegracion. Para este primer
proceso PGD1 nos limitaremos a mostrar los resultados de la estimacion del vector de
cointegracion, lo que nos llevard a prescindir del algoritmo SSATS a favor de los

algoritmos de correlaciones canonicas.

El proceso PGD2 afiade al proceso PGDI términos de media moévil, con lo que
esperamos dificultar los resultados de una aproximaciéon VAR (método de Johansen).
Estudiaremos la estimacion del vector de cointegracion y la capacidad predictiva de los

modelos identificados.

Los procesos PGD3 y PGD4 generan tres series temporales cointegradas. EI PGD3
genera una Unica tendencia comun (dos relaciones de cointegracion) y el proceso PGD4

genera dos tendencias comunes (una relacion de cointegracion).

Dada la variedad de procesos generadores de datos considerados y la gran cantidad de
combinaciones de valores de parametros dentro de un mismo proceso generador, solo se
mostrardn algunos resultados representativos. Salvo indicacidon expresa, los graficos y

tablas corresponden a simulaciones realizadas utilizando perturbaciones gaussianas.
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7.1 Proceso generador de datos 1 (PGD1)

El proceso generador de datos 0 (PGDO) se introdujo en el capitulo anterior para
contrastar nuestros resultados con los de Gonzalo (1994). Buscando mayor generalidad
en nuestro estudio, suprimimos a continuacion una de las restricciones del PGDO de
Gonzalo (1994) e introducimos un término constante en la relacion de cointegracion,
dando lugar al proceso PGDI. Esto supone un desplazamiento en vertical de todos los

valores de una de las series con respecto a la otra, como puede verse en la Figura 7-1.

Realizaciones del proceso PGDI1, con término constante en la relacion de

cointegracion
a) = 0 a) = 1
15 10
. 7 A A ot A A )
5 0 P A A 1
=.25 ™ Nl e Jﬂ“\/\ﬁ\“ﬂmm‘m Py
0t SRRSO 5 ANV
® 0 56 160 1‘50 260 250 300 10 0 5‘0 1(;0 150 260 2‘50 300
=.5
=1
=2

Figura 7-1. Realizaciones del proceso PGDI con término constante en la relacion de cointegracion. Para

distintas combinaciones de valores de los parametros.

Otra de las diferencias introducidas es que la medida de separacion utilizada ahora sera
el éangulo formado por el vector de cointegraciéon estimado con el vector de

cointegracion real. Como ya indicamos, esta medida permite generalizacion a mas de
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dos dimensiones y no se ve sujeta a variacion por normalizacion arbitraria de alguna de
las componentes. En cualquier caso, repitiendo el experimento de Gonzalo pero
utilizando el dngulo como medida de separacion entre los subespacios de cointegracion
real y estimado, se obtienen, como era de esperar, las mismas conclusiones respecto a la

calidad de los estimadores.

La presencia de términos constantes en la relacion de cointegracion permite estudiar un
caso de mayor generalidad que el de Gonzalo (1994), pero obliga a modificar los

estimadores del vector de cointegracion para mantener la consistencia.

Nuestro objetivo ahora es comparar los mismos procedimientos de estimacion
anteriores (ver apartado 6.8), pero en el caso en que existe término constante en la
relacion de cointegracion. Para eliminar el efecto del término constante trabajaremos en
diferencias respecto a las medias. En el caso de maxima verosimilitud se han comparado
dos procedimientos de estimacion para el vector de cointegracion: el procedimiento que
corresponde a utilizar los datos sin restar las medias (y estima también el término
constante de la relacion de cointegracion), y el procedimiento que resta las medias y
supone término constante nulo. Si al restar las medias no perdemos informacion sobre la
relacion de cointegracion, esperamos que los dos estimadores sean equivalentes. Para
distinguirlos, al estimador por maxima verosimilitud (método de Johansen) que no resta

las medias y que estima el término constante le denominamos “ML_b”.

Notese que, si se restan las medias muestrales, la magnitud del valor de los

desplazamientos (términos constantes) no influye en los resultados.

La Tabla 7-1 es representativa del tipo de resultados obtenidos, que se complementan

con las figuras Figura 7-2 a Figura 7-5. Podemos extraer las siguientes conclusiones:

* En sesgo de la mediana, los estimadores CCA y ML superan en general a MCO,
CP o Aoki. Esta superioridad es muy acusada para bajos valores de la senal-

ruido, pero desaparece para valores altos.

» Los estimadores de ML obtenidos tras restar las medias presentan un sesgo de la
mediana algo mas reducido que los estimadores de ML obtenidos sin restar las
medias (estos ultimos obtenidos por el método de Johansen adaptado para
estimar también el término constante de la relacion de cointegracion). Salvo por
este detalle, las distribuciones del vector de cointegracion son practicamente

idénticas restando la media y sin restarla (procedimiento de Johansen adaptado).
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= Los estimadores MCO vy, especialmente, CP y Aoki, presentan un problema de

dispersion acusada para bajos valores de la sefal-ruido. Sélo en algunas

ocasiones, para valores elevados de la sefal-ruido (relacion de cointegracion

acusada), llegan a igualar o superar la concentracion de los estimadores ML en

torno al valor real del vector de cointegracion.

Meétodo

Estadistico Sigma [MCO |CP Aoki |CCA |ACCA MLO |ML_bO (ML4 ML b4
Media 0.25| -0.604| 0.081| 0.068| 0.005 0.049/ -0.003| -0.004| -0.004| -0.006
0.5| -0.186| -0.005/ 0.003| 0.003| -0.004| -0.001| -0.001| 0.000f -0.001

1| -0.053| -0.009, -0.004| 0.002| -0.009| 0.000, 0.000| 0.000/ 0.000

2| -0.018/ -0.007| -0.004| 0.001| -0.007| 0.000f 0.000/ 0.000f 0.000

Mediana 0.25| -0.545 0.049, 0.046/ 0.005| 0.037| -0.001| -0.001| -0.001| -0.002
0.5 -0.150| -0.004| 0.002| 0.002| -0.004| -0.001| -0.001| 0.000f -0.001

1| -0.042| -0.007, -0.003| 0.001| -0.007| 0.000, -0.001| 0.000 -0.001

2| -0.014| -0.005| -0.003/ 0.001| -0.005 0.000| 0.000/ 0.000, 0.000

IQR 0.25| 0.561 0.132] 0.123| 0.094| 0.115] 0.092| 0.091 0.093| 0.094
0.5 0.168, 0.047, 0.046/ 0.046/ 0.047| 0.045/ 0.046/ 0.048 0.048

1] 0.049| 0.024| 0.023| 0.024| 0.024, 0.023] 0.023| 0.024| 0.024

2| 0.019/ 0.012 0.012| 0.012] 0.013] 0.011 0.011 0.012| 0.012

SD 0.25| 0.379| 0.156| 0.133| 0.084, 0.108 0.083| 0.083| 0.090| 0.091
0.5 0.139, 0.043, 0.043| 0.043| 0.043| 0.042] 0.042| 0.046/ 0.046

11 0.041 0.020, 0.020/ 0.022| 0.020/ 0.021 0.021 0.023| 0.024

2| 0.016/ 0.010, 0.010/ 0.011 0.011 0.010, 0.010, 0.011 0.011

P(a < 0.05) 0.25 0% 41% 42% 52% 43% 53% 53% 53% 53%
0.5 12% 80% 81% 80% 80% 82% 82% 79% 79%

1 58% 96% 97% 97% 96% 97% 97% 96% 96%

2 96%| 100%| 100%| 100%| 100%| 100%| 100%| 100%| 100%

Tabla 7-1. Resultados de la distribucion del angulo formado entre los vectores de cointegracion

estimado y real. 5.000 simulaciones, para distintos procedimientos de estimacion y valores de sigma,

con beta =3, T =300 y a; =1. Todos los estimadores restan las medias salvo ML _b(0) y ML b(4). En

negrita los mejores valores de cada fila.
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Figura 7-3. Mediana de la distribucion del angulo formado entre los vectores de cointegracion estimado

combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGDI, con = 1.
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Figura 7-4. Rango intercuartilico (IQR) de la distribucion del angulo formado entre los vectores de

cointegracion estimado y real. Procedimientos de estimacion MCO, CP, Aoki, CCA, ML _b(0) y

ML _b(4). Distintas combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGDI con [ =3.
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Figura 7-5. P (| <0,05 ), siendo a el angulo formado entre los vectores de cointegracion estimado y

real. Procedimientos de estimacion MCO, CP, Aoki, CCA, ML _b(0) y ML b(0). Para distintas

combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD1, con f=1.
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A la vista de estos resultados, prescindimos en adelante de los métodos menos precisos
(MCO, CP, Aoki) y nos centramos en los estimadores ML (obtenidos por el método de

Johansen) y en los estimadores de correlaciones candnicas. Introducimos los

procedimientos de correlaciones candnicas adaptado (ACCA) de Bauer y Wagner

(2002) y el procedimiento CCA2.

En las simulaciones de este proceso generador PGD1, los estimadores de correlaciones
canodnicas se han calculado tomando los valores de los pardmetros p = f =n = 2. La
diferencia entre el método CCA y el CCA2 al estimar el vector de cointegracion es que
el segundo trabaja con un nimero impuesto de estados igual al nimero de tendencias
comunes, y el primero trabaja con un niumero estimado de estados total (estacionarios y

no estacionarios). Para el proceso PGDI1 las estimaciones por el método CCA2

coinciden practicamente con las estimaciones obtenidas por el método CCA simple, por

lo que no se han representado. Los resultados pueden observarse en la Figura 7-6 y en la

Figura 7-7.
Mediana
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Figura 7-6. Mediana de la distribucion del angulo formado entre los vectores de cointegracion estimado
y real. Procedimientos de estimacion ACCA, CCA, ML _b(0) y ML b(4). Para distintas combinaciones de
valores de los parametros del proceso generador PGDI, con =1y con término constante en la

relacion de cointegracion.
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Figura 7-7. Rango intercuartilico (IQR) de la distribucion del angulo formado entre los vectores de

cointegracion estimado y real. Procedimientos de estimacion ACCA, CCA, ML _(0), ML _b(0), ML(4) y

ML _b(4). Para distintas combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGDI1, con

P =1y con téermino constante en la relacion de cointegracion.

Se comprueba que:

La distribucion del angulo que forman los vectores de cointegracion real y

estimado presenta medianas notablemente mas sesgadas (alejadas del origen) si

se usa el procedimiento de estimacion ACCA que si se usa CCA simple o ML.

También la dispersion del estimador es en general mayor (o mucho mayor)

cuando se utiliza el procedimiento ACCA.

La estimacion del vector de cointegracion por ML restando las medias y sin

restarlas (ML_b) es practicamente la misma.

Podemos concluir que, para el proceso generador PGD1 con los valores estudiados, el

algoritmo ACCA produce peores estimaciones del subespacio de cointegracion que el

algoritmo CCA simple o el algoritmo de méxima verosimilitud de Johansen.

Los resultados anteriores han sido contrastados observando las distribuciones empiricas

(histogramas) del angulo a formado entre el vector de cointegracion real y observado,

- 150 -




Resultados

para cada uno de los procedimientos de estimacion estudiados y para las distintas

combinaciones de valores de los pardmetros del proceso generador.
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Figura 7-8. Distribuciones empiricas (histogramas) del angulo a formado entre los vectores de
cointegracion estimado y real. Procedimientos de estimacion MCO, CP, Aoki, CCA, ACCA, ML(0),
ML b(0), ML(4) y ML b(4). Para el proceso generador PGDI con término constante en la relacion de

cointegracion, al=1, beta =1, T =300 y distintos valores del parametro sefial-ruido o.

A modo de ejemplo se presenta la Figura 7-8. Obsérvese que, en esta representacion,
todos los histogramas de una misma columna tienen la misma escala en el eje horizontal

(valor del 4ngulo a), y que esta escala aumenta al moverse por columnas hacia la
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derecha, porque la distribucion del angulo entre el vector real y estimado se concentra

en torno a cero al aumentar el valor de la sefial-ruido c.
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7.2 Proceso generador de datos 2 (PGD2)
7.2.1 Caracteristicas generales

El proceso generador de datos PGD2 es una extension del proceso PGDI1. Una

formulacion del proceso PGD?2 en el espacio de estados es

T Il a 0|7 1 1

e
T =10 ¢ 0|7 |+ @+0 0 |:el}
ml, 100 eflm) | 0 @+0] 7

t

Puede comprobarse que, al igual que en el PGDI, las series observadas son generadas

por una combinacion tendencia-ciclos:

Yir = B Tet Mgt €
l+a
(o2
Y2r = T+ M2yt T2
l+a

Sin embargo, buscando modelos mas generales que el PGDI e introduciendo términos
de media moévil (con lo que esperamos dificultar la capacidad de una formulacion VAR
para representar el sistema), hemos considerado dos ciclos independientes (asociados a
Nt T €1ry @My + €y, que no seran autorregresivos AR(1), sino procesos mas

generales ARMA(1,1)" de la forma

Migter) =0 Mieitene ) tet0er

! Por otra parte (y aunque en el PGD2 los ciclos entran independientemente en cada serie observada), una
suma de procesos AR(1) genera, con caracter general, procesos de tipo ARMA(2,1). (Hamilton 1994, p.
108).
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Para la tendencia comun (t;) tenemos:
T =Tt anet ey

Dependiendo del valor del parametro a (0 6 1), la tendencia comun serd, o bien un
camino aleatorio, o bien una serie cuyas primeras diferencias coinciden con uno de los

ciclos estacionarios (M1t + €14).

Para el vector de perturbaciones e; se ha considerado ruido blanco gaussiano de
esperanza cero y matriz de covarianzas I. Para analizar el efecto causado por la falta de
normalidad de las perturbaciones, también se ha considerado ruido blanco conforme a

una distribucion t de Student con cinco grados de libertad.

El parametro o es un parametro de amplificaciéon de la tendencia respecto al ciclo

(parametro sefial-ruido para el subespacio de cointegracion).

Obsérvese que la relacion de cointegracion se puede extraer de la primera columna de la
matriz C de la ecuacion de observaciones, que es el vector [B , 1]’: el subespacio

(vector) ortogonal al vector [B, 1]” define la relacioén de cointegracion.

Para incluir un término constante en la relacion de cointegracion, se ha sumado un valor
fijo & a todos los valores de una de las series (desplazamiento en vertical de todos los

valores de una de las series con respecto a la otra).

El espacio paramétrico considerado es (T x B x 6 x a x @1 x ¢, x 0 x 3). Eligiendo una
serie de tamafios muestrales variada y representativa de series econdmicas T = (50, 100,
300), y ajustando los valores de los otros parametros tratando de cubrir un conjunto
variado de caracteristicas del proceso generador (Figura 7-9), hemos considerado los

valores =1, 0 =(.2,.5),a=(0, 1), p1=(.5,.9), 92 =(.5,.9), 6=(.5,.9)y d=150.

La Figura 7-9 representa un conjunto de realizaciones del proceso generador PGD2 que

corresponde a distintas combinaciones de valores de los parametros.
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Realizaciones PGD2
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Figura 7-9. Realizaciones del proceso PGD2 con componente constante en la relacion de cointegracion.

Para distintas combinaciones de valores de los parametros, con desplazamiento 6 = 10.

Ajuste de parametros de los algoritmos

Para todas las simulaciones que siguen, el orden p de la representacion VAR del vector
de series temporales y; se ha seleccionado minimizando el criterio de informacion de

Schwarz (BIC).

Para los métodos de subespacios y para este proceso generador PGD2, se tomaron
valores de los parametros p = f = 5. El orden n de la representacion en el espacio de

estados se calculd por el criterio BA(n) de Bauer y Wagner (seccion 6.6).

La Figura 7-13 muestra un resultado representativo (tipico) de la estimacion del orden

del modelo para los procedimientos CCA2 y ACCA.
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Figura 7-10. Histogramas del orden estimado (de modelos en el espacio de estados) por los

procedimientos ACCA y CCA2, con el criterio BA(n), para distintos tamarios muestrales T.

Se observa que para tamafios muestrales reducidos la dispersion en la estimacion del
orden del modelo (nimero de estados) es mayor. También se observa que en general se
subestima el verdadero orden del proceso generador (el orden del PGD2 es 3, puesto
que la formulacion del PGD2 con tres estados utilizada es controlable y observable para
los valores de los pardmetros considerados). Al crecer el tamafio muestral el orden del
modelo se estima con mayor precision. No se observan diferencias notables entre los

dos procedimientos representados.

En cuanto a la estimacion del orden de una aproximacion VAR por el criterio BIC, la
Figura 7-11 muestra resultados representativos, correspondientes a un valor del
parametro 6 = 0,5. Se observa una tendencia a aumentar el orden estimado del modelo
al aumentar T. También un aumento en el valor del parametro 6 provoca un aumento en

el orden de la aproximacion VAR (Figura 7-12).
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Figura 7-11. Histogramas del orden estimado (de modelos VAR) por el procedimiento de Johansen, con

el criterio BIC, para distintos tamarios muestrales T, con 0= 0,5.
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Figura 7-12. Histogramas del orden estimado (de modelos VAR) por el procedimiento de Johansen, con

el criterio BIC, para distintos tamariios muestrales T, con 8= 0,9.
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7.2.2 Estimacion del vector de Cointegracion

La Tabla 7-2 presenta los valores de varios estadisticos de la distribucion del angulo que

separa los vectores de cointegracion real y estimado, para distintos estimadores y

distintas combinaciones de valores de los parametros del proceso generador, con

perturbaciones gaussianas y manteniendo algunos de los parametros fijos.

Método

T Sigma |Estadistico ML b ML ACCA CCA CCA2
50 0.2| Media -0.020 -0.018 -0.020 -0.013 -0.010
Mediana -0.019 -0.017 -0.013 -0.001 -0.001
IQR 0.779 0.766 0.501 0.433 0.422
SD 0.670 0.665 0.446 0.408 0.404
P(a <0.05) 8% 8% 11% 13% 13%
0.5| Media 0.013 0.014 -0.008 -0.008 -0.007
Mediana -0.006 -0.009 -0.012 -0.008 -0.010
IQR 0.341 0.332 0.242 0.241 0.232
SD 0.429 0.419 0.251 0.264 0.257
P(a <0.05) 19% 19% 22% 25% 25%
100 0.2| Media 0.037 0.037 0.005 0.004 0.005
Mediana 0.018 0.018 0.004 0.005 0.004
IQR 0.383 0.383 0.280 0.234 0.234
SD 0.430 0.428 0.238 0.208 0.207
P(c: < 0.05) 16% 16% 21% 21% 22%
0.5| Media -0.001 -0.001 0.000 0.000 0.000
Mediana -0.002 -0.002 0.001 0.001 0.002
IQR 0.137 0.137 0.120 0.117 0.118
SD 0.155 0.152 0.102 0.100 0.098
P(a < 0.05) 37% 36% 43% 43% 44%
300 0.2| Media -0.001 -0.001 -0.001 -0.001 -0.001
Mediana 0.000 0.000 -0.001 0.000 -0.001
IQR 0.113 0.113 0.097 0.090 0.091
SD 0.131 0.131 0.085 0.075 0.074
P(a < 0.05) 45% 45% 51% 54% 55%
0.5| Media 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Mediana 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
IQR 0.041 0.041 0.038 0.039 0.039
SD 0.041 0.041 0.035 0.034 0.034
P(c < 0.05) 83% 83% 86% 89% 89%

Tabla 7-2. Resultados de la distribucion del angulo formado entre los vectores de cointegracion

estimado y real. 1.000 simulaciones del proceso PGD2, para distintos procedimientos de estimacion y

valores de sigma y T, con beta =1, a =0, p;= .5, p,=.5, 6=.5. Todos los estimadores restan las

medias salvo ML_b. En negrita los mejores valores de cada fila.
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Aunque en la Tabla 7-2 el método CCA2 ofrece muy buenos resultados, no es el caso

general, como se comprueba en los graficos que van de la Figura 7-13 a la Figura 7-15.
Se observan los siguientes resultados:

» Entre si, los estimadores ML y ML b y los estimadores CCA y CCA2 resultan

practicamente equivalentes.

* Se observa que el sesgo de la mediana es, en general, muy inferior en la
estimacion ML respecto a los métodos de subespacios. Sin embargo, la

dispersion de los estimadores es muy variable, y los métodos de ML ofrecen a

veces una dispersion muy superior a los métodos de subespacios, dependiendo

de los valores de los parametros del proceso generador, pero sin que se detecte

una relacion clara con un pardmetro concreto (interacciones).

= ACCA proporciona en general mejores estimaciones que CCA, aunque se

producen excepciones.

Estos resultados pueden confirmarse mediante los histogramas. A modo de ejemplo se

muestran algunos de estos histogramas entre la Figura 7-16 y la Figura 7-20.
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Figura 7-13. Mediana de la distribucion del angulo formado entre los vectores de cointegracion

estimado y real. Procedimientos de estimacion ML b, ML, ACCA, CCA y CCA2. Para distintas

combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD2.
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Figura 7-14. Rango intercuartilico (IQR) de la distribucion del angulo formado entre los vectores de
cointegracion estimado y real. Procedimientos de estimacion ML b, ML, ACCA, CCA y CCA2. Para

distintas combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD2, con ¢;=.5y ¢, =.9
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Figura 7-15. Rango intercuartilico (IQR) de la distribucion del angulo formado entre los vectores de
cointegracion estimado y real. Procedimientos de estimacion ML, ML._ b, ACCA, CCA y CCA2. Para

distintas combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD2, con ;= .5y ¢, =.5
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Figura 7-16. Histogramas del angulo que separa el vector de cointegracion estimado del real. 1000

realizaciones del proceso PGD2. T=100,p=1,0=(2,.5),a=0,9;,= .9, ¢,=.5, =5
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Figura 7-17. Histogramas del angulo que separa el vector de cointegracion estimado del real. 1000

realizaciones del proceso PGD2. T=100,f=1,0=(2,.5),a=0,¢9,= .9, 9,=.9, =5
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Figura 7-18. Histogramas del angulo que separa el vector de cointegracion estimado del real. 1000

realizaciones del proceso PGD2. T=100,=1,0=(2,.5),a=0,¢9;,= .5, ¢,=.5 0=.9
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Figura 7-19. Histogramas del angulo que separa el vector de cointegracion estimado del real. 1000

realizaciones del proceso PGD2. T=300,=1,0=(2,.5),a=0,¢9;,= .5, ¢0,=.9, =5
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Figura 7-20. Histogramas del angulo que separa el vector de cointegracion estimado del real. 1000

realizaciones del proceso PGD2. T=300,=1,0=(2,.5),a=0,9,= .9, ¢0,=.9, =5

7.2.3 Error de prediccion a corto plazo

El segundo aspecto utilizado para comparar los distintos algoritmos es la capacidad para
captar la dindmica a corto plazo del proceso. Como ya hemos indicado, valoraremos
esta capacidad mediante el estadistico U de Theil, que compara el error cuadratico de

prediccion a horizonte k de cada modelo con el de la prediccion §iiy = yi.

Para cada combinacion de valores de los parametros del proceso generador PGD2 se
realizaron 1000 simulaciones. En cada repeticion, se gener6 una muestra de trabajo y
una muestra de validacién (prediccidon); con la muestra de trabajo se estimaron los
distintos modelos para el proceso generador, conforme a los distintos algoritmos de
identificacion comparados; con la muestra de validacion y con cada uno de los modelos
estimados se calcul6 el error cuadratico medio de prediccion a horizontes 1, 2 y 3. Se
estudio la distribucion del estadistico U de Theil mediante tablas, graficas e

histogramas.
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Para la muestra de prediccion se utilizo, como estado inicial, el estado final estimado en

la muestra de trabajo. Para la muestra de trabajo se utiliz6 un estado inicial suavizado.

Como curiosidad, se comprobd que otras formas habituales de estimar el estado inicial
en la muestra de trabajo tienen, en general, poca influencia sobre el valor estimado del
estado al comienzo de la muestra de prediccion, como se puede observar en la Figura
7-21, donde se muestran las diferencias en prediccion utilizando dos estimaciones
diferentes del estado inicial: una estimacion suavizada y una estimacion de estado
inicial nulo. La prediccion con estado inicial nulo suele ser mucho peor para las
primeras observaciones de la muestra de trabajo (especialmente con series no
estacionarias, donde el nivel de partida puede ser alto; ver Figura 6-1), pero al cabo de
un nimero suficiente de observaciones de la muestra de trabajo (veinte en general, en el
caso representado, y recordemos que no comenzaremos a valorar la capacidad de
prediccion hasta llegar al final de la muestra de trabajo), la diferencia de prediccion

debida a diferente estimacion del estado inicial es, en la mayoria de los casos,

despreciable.
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Figura 7-21 Diferencias en las predicciones a horizonte uno con un modelo estimado por el método CCA
y distintos estimadores del estado inicial. 10 simulaciones del proceso PGD2. Cada linea corresponde a
cada una de las dos series observadas. Las diferencias corresponden a predicciones con un estado

inicial suavizado y un estado inicial nulo
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La Tabla 7-3 muestra los resultados de prediccidon correspondientes a una combinacion
de parametros particular, para la que el método CCA2 proporciona los mejores
resultados. Este es en realidad un caso aislado, mas representativos son los resultados

que mostramos entre la Figura 7-22 y la Figura 7-27, donde se observa que:

» La mediana de la distribucion del coeficiente de Theil es en general menor que
uno para todos los métodos, lo que indica predicciones mejores a la del modelo
“camino aleatorio”. La ventaja es mas marcada para valores altos de los
coeficientes autorregresivos del ciclo y para a = 1. Sin embargo, para T = 50, se

obtienen con frecuencia coeficientes de Theil superiores a uno.

» EIl mejor funcionamiento de un método de estimacion u otro (ML / subespacios)
depende en gran medida de los valores de los parametros del proceso generador,
especialmente de los coeficientes autorregresivos de los ciclos. El tamafio
muestral y la sefial-ruido tienen gran influencia en la calidad de prediccién, pero
es en general una influencia uniforme sobre los distintos métodos. Por otro lado,

los resultados no son iguales para las dos series estudiadas.

» En general se observa una ventaja de los métodos de subespacios frente a ML en
la prediccién a horizonte 1, ventaja que va disminuyendo al ir ampliando el
horizonte de prediccion. La ventaja también va disminuyendo al aumentar el
tamafio muestral, aunque con T = 300 sigue siendo apreciable. Con T = 50 hay

alta variabilidad respecto al método que mejor funciona.

» Los métodos ML (que resta las medias muestrales) y ML b (que no resta las
medias y admite término constante en la relacion de cointegracion) resultan

practicamente equivalentes.

* Los métodos ACCA y CCA presentan resultados de prediccion muy similares,
sin que se aprecie ventaja del método ACCA (CCA adaptado) frente al método
CCA simple. El método CCA2 presenta resultados en general similares a CCA,
pero suelen ser algo inferiores en calidad. En particular, existen algunos casos en
que los modelos proporcionados por el método CCA2 resultan muy inferiores en
capacidad predictiva a los proporcionados por el método CCA simple, como se

comprueba por la elevada dispersion de la distribucion del coeficiente de Theil,
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particularmente para tamafnos muestrales reducidos (50, 100): ver Figura 7-25 y

Figura 7-26.

* No existen diferencias en las conclusiones que se extraen utilizando las

perturbaciones no gaussianas (distribucion t con 5 grados de libertad o uniforme

de -2a?2).
Meétodo
Serie |Sigma |Estadistico ML b ML ACCA CCA CCA2

1 0.2| Media 0.914 0.914 0.875 0.865 0.858
Mediana 0.867 0.862 0.796 0.782 0.772

IQR 0.375 0.383 0.364 0.367 0.368

SD 0.339 0.339 0.382 0.384 0.370

PU<1) 69% 69% 75% 76% 76%

0.5 Media 0.929 0.928 0.909 0.902 0.900
Mediana 0.877 0.874 0.837 0.820 0.815

IQR 0.373 0.373 0.364 0.394 0.387

SD 0.333 0.332 0.369 0.385 0.389

PU<1) 67% 67% 72% 73% 72%

2 0.2| Media 0.920 0.920 0.888 0.880 0.874
Mediana 0.859 0.859 0.793 0.780 0.774

IQR 0.380 0.383 0.361 0.375 0.395

SD 0.351 0.352 0.402 0.406 0.402

PU<1) 70% 69% 75% 75% 74%

0.5| Media 0.942 0.942 0.936 0.931 0.919
Mediana 0.884 0.885 0.830 0.815 0.819

IQR 0.374 0.373 0.391 0.418 0.418

SD 0.388 0.389 0.559 0.563 0.541

PU<1) 66% 66% 71% 1% 70%

Tabla 7-3. Resultados de la distribucion del estadistico U de Theil en prediccion a horizonte 1 para
1.000 simulaciones del proceso PGD2, distintos procedimientos de estimacion del modelo y distintos
valores de sigma, con T =100, beta =1, a =0, ¢;= .5, ¢, =.5, 0=.5. Todos los estimadores restan

las medias salvo ML _b. En negrita los mejores valores de cada fila.
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Figura 7-22. Mediana de la distribucion del estadistico U de Theil en prediccion de la serie y, a

horizonte 1, para modelos estimados mediante los procedimientos ML b, ML, ACCA, CCA, y CCA2.
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Figura 7-23. Mediana de la distribucion del estadistico U de Theil en prediccion de la serie y; a horizonte

3, para modelos estimados mediante los procedimientos ML b, ML, ACCA, CCA, y CCA2. Para

distintas combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD2.
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Figura 7-24. Rango intercuartilico (IQR) de la distribucion del estadistico U de Theil en prediccion de la

serie y; a horizonte 1, para modelos estimados mediante los procedimientos ML_b, ML, ACCA, CCA, y

CCA2. Para distintas combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD2.
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Figura 7-25. Histogramas del estadistico U de Theil para la serie y; a horizonte 1. 1000 realizaciones

del proceso PGD2. T=50,=1,0=(2,.5),a=0¢0;= .9, ¢;=.5 6=.9
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Figura 7-26. Histogramas del estadistico U de Theil para la serie y; a horizonte 1. 1000 realizaciones
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Figura 7-27. Histogramas del estadistico U de Theil para la serie y; a horizonte 1. 1000 realizaciones

del proceso PGD2. T=300,=1,0=(2, .5,a=1,¢,= .9, ¢9,=.5, 0=.9
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7.2.4 Contraste de igualdad de capacidad predictiva

Podemos plantearnos si es significativo el nimero de veces que el modelo identificado
por un procedimiento supera en capacidad predictiva (error cuadratico) al modelo
identificado por otro procedimiento. Para ello podemos utilizar el contraste binomial de

Siegel (1985), cuyo aplicacién exponemos a continuacion.

Bajo la hipotesis de que dos procedimientos de identificacién (A y B) son equivalentes
(a efectos de calidad de prediccion de los modelos proporcionados), la variable n =
"nimero de veces que el modelo del método A supera al modelo del método B en N
repeticiones independientes” seguiria una distribucion binomial de pardmetro p = %
(probabilidad de que el modelo del método A proporcione un menor error cuadratico de

prediccion que el modelo del método B). Tendriamos entonces que

i=0

P(n<k)= i(ﬂpi -2 :%i( J

Lo que nos permite realizar contrastes de igualdad de métodos.

Utilizando la distribucioén anterior, bajo la hipdtesis nula de igualdad y tomando N =
1.000 repeticiones, la probabilidad de que uno de los métodos supere al otro (contraste
de dos lados) en mas de 541 ocasiones es inferior al 1%, e inferior al 1 por mil si
consideramos 552 o mds ocasiones. En las comparaciones posteriores tomaremos 541
como valor critico superior (6, equivalentemente, 459 como valor inferior, que es 1.000

- 541).

Hemos decidido adoptar el método CCA simple como referencia en las comparaciones
dos a dos, ya que tanto ACCA como CCA2 son modificaciones de este método que
buscan mejorarlo. La Tabla 7-4 muestra, para distintas combinaciones de valores de
parametros del proceso generador PGD2, el nimero de veces (de entre 1.000
repeticiones) en que los modelos identificados por los métodos de Johansen, ACCA o
CCA2 proporcionaron predicciones de menor error cuadratico medio que el modelo

correspondiente estimado por el algoritmo CCA simple.
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Sigma

0.2 0.5
T @1 0> 0 Johansen| ACCA | CCA2 |Johansen| ACCA | CCA2
50 0.5/ 05 05 416 471 514 471 490 533
0.9 320 454 505 455 528 462
09| 0.5 404 465 513 408 446 517
0.9 361 447 461 410 484 497
09 05 05 443 497 512 453 537 513
0.9 328 504 496 423 496 463
09 05 404 450 521 456 492 514
0.9 344 449 519 426 476 519
100 0.5/ 05 05 377 441 518 392 413 526
0.9 307 454 513 419 443 423
09| 0.5 278 380 488 347 430 519
0.9 234 395 503 375 448 449
09| 05 0.5 372 503 525 409 476 503
0.9 275 502 529 377 478 445
09| 0.5 254 441 514 320 454 533
0.9 240 437 535 314 455 510
300 05/ 05 0.5 370 427 311 395 415 382
0.9 307 411 330 383 450 302
09| 0.5 226 433 480 301 401 458
0.9 237 405 534 339 469 354
09| 05 0.5 399 511 366 441 440 278
0.9 347 499 345 374 493 257
09| 0.5 224 411 575 352 441 542
0.9 179 441 543 295 485 454

Tabla 7-4. Numero de veces entre 1.000 en que el modelo identificado por los métodos de Johansen,
ACCA o CCA2 bate en error cuadrdtico medio de prediccion al modelo identificado por el método CCA
simple. Se considera significativo a favor de CCA un valor inferior a 459 (celdas en negrita), y
significativo a favor del método en cuestion un valor superior a 541 (celdas con relleno). La tabla se ha
realizado con el error de prediccion de la serie y; a horizonte 1, con a = 0, = 1y perturbaciones

gaussianas.

En la Tabla 7-4 pueden apreciarse unos resultados del método CCA simple para
prediccion de la serie y, notablemente superiores a los de las otras alternativas, y, en
particular, muy superiores a los del método de Johansen. Sélo el método CCA2, para
tamafios muestrales T = 50 y T =100, resulta comparable. Esta ventaja de CCA simple
se mantiene, aunque no tan notable, para la serie y;, y no se ve afectada por violaciones
de la hipdtesis de normalidad de las perturbaciones. Sin embargo, otros valores del

parametro B (B = -3) provocaron que la ventaja de CCA simple respecto a Johansen o a
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ACCA disminuyera o incluso desapareciera, mientras que el método CCA2 empeord

notablemente su rendimiento.

7.2.5 Combinacién de predicciones

Aunque unos algoritmos de identificacion proporcionen mejores modelos predictivos
que otros, podemos plantearnos si la combinacion de modelos identificados por los
distintos procedimientos puede mejorar notablemente las predicciones de un modelo

unico.

Una primera idea la proporciona el estudio grafico de los residuos de prediccion

correspondientes a cada modelo, como puede verse en la Figura 7-28.

ML b

ML

ACCA

CCA

CCA2

Figura 7-28. Errores de prediccion a horizonte uno de dos series generadas por el proceso PGD2, con

las predicciones realizadas mediante modelos estimados por los distintos procedimientos comparados.
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Los residuos de prediccion de los distintos modelos se mueven en paralelo, lo cual
parece indicar que no hay informacion complementaria para prediccion entre los

distintos modelos.

Para un tratamiento analitico acudimos al estudio de métodos de combinacion de
predicciones de Diebold y Lopez (1995). Si consideramos las predicciones obtenidas

por dos modelos diferentes ¥ (1)t+k|t ey (2)t+k\t, podemos buscar la combinacion lineal
N ~ (1 A2
P = @ § Vg + (1-0) § P

que minimiza el error cuadratico de prediccion. El peso optimo w* se puede estimar

mediante la formula

) A
6, —C

a\ 22 12

w* =

) ) ~
Oy +0y, —20,

A2 A2 N . . .
donde o;,, 05,, &, son los estimadores de las varianzas y covarianza de los errores de

prediccion (€'uk e = ek - Yerk) de cada modelo, proporcionados por la formula
1< . .
A P
Gij - ?Z €k i€k
t=1

Un valor de o* igual a uno (cero) indica que el primer (segundo) modelo produce
mejores predicciones que el otro, el cual no aportaria informaciéon adicional para
mejorar la prediccion. Valores de o* distintos de cero o uno indican que existe

informacion en los dos modelos que puede combinarse para mejorar la prediccion.

El método puede extenderse para comparar simultineamente varios modelos, pero los
resultados son mas faciles de visualizar y analizar comparando modelos dos a dos. En
este caso tomaremos como referencia el algoritmo CCA2, por ser original de esta tesis

doctoral.

En la Figura 7-29 se han representado histogramas del peso obtenido por los modelos
ML al combinarlos en predicciéon con modelos CCA2, y en la Figura 7-30 se estudian
combinaciones de modelos CCA con CCA2. La concentracion en los valores cero y uno
indica que normalmente uno de los dos modelos resulta mejor en prediccion, y el otro

no afiade informacion util.
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En general, resultan mejor los modelos identificados por CCA2 (concentracion en el
valor o* = 0) que los ML, pero esta ventaja disminuye con el horizonte de prediccion
(H) y, especialmente, con el tamafio muestral. El método ML llega a resultar mejor que

CCA2 para determinadas combinaciones de pardmetros del proceso generador.

El estudio de combinaciones de modelos CCA con CCA2 permite observar que, en
general, los modelos obtenidos por ambos procedimientos tampoco se complementan.
Para tamafios muestrales pequenos (50, 100), CCA2 resulta en muchas ocasiones mejor
a CCA, pero suele resultar peor para tamafio muestral 300. Pese a que en muchos casos
CCA2 resulta mejor que ML 6 CCA, ya hemos observado que los resultados obtenidos
con el método CCA2 presentan mas variabilidad que las otras alternativas (mayor IQR
en la distribucion del estadistico U). Por otro lado, en este punto se estudio la influencia
del valor de la relacion de cointegracion (pardmetro (), y experimentos con otros
valores del vector de cointegracion ( = -3) condujeron a resultados muy inferiores del

método CCA2 respecto a ML 6 CCA, particularmente para el caso T = 300.
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Figura 7-29. Histogramas de los pesos w* para modelos ML en combinaciones con modelos CCA2 para

prediccion de la serie I a horizonte H.
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Figura 7-30. Histogramas de los pesos w* para modelos CCA en combinaciones con modelos CCA2 para

prediccion de la serie 1 a horizonte H.
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7.3 Proceso generador de datos 3 (PGD3)
7.3.1 Caracteristicas generales

El proceso generador de datos 3 (PGD3) genera tres series temporales por combinacion
de una tendencia comuin (lo que implica 2 vectores de cointegracion) y dos ciclos

autorregresivos AR(1). La tendencia comun es de la forma
Tl =Tt €t a 0 C1,t-1

lo que corresponde a un camino aleatorio puro (si a = 0), o bien a una serie cuyas

primeras diferencias siguen un proceso MA(1) de parametro 0.

Una formulacion en el espacio de estados para el PGD3 es

T I 0 0 al|T~7 I 0 O
e
m, 0 ¢ 0 Offm| |0 10 :
= e
7, 00 ¢, 0fin, 0 0 1 °
e
ny), 10 0 0 0]ln ] |6 0 0]-7~
| o
b2 O.SII e
vl =[ 1101 0 Zl tle,
i), [-111 0 1] e |
s ],

donde el vector de perturbaciones e; es ruido blanco de esperanza cero y matriz de
covarianzas la identidad. Notese que los estados estacionarios 1 y 1z corresponden a
dos ciclos autorregresivos AR(1), y el estado n3; guarda el valor de una perturbacion

hasta el periodo siguiente, lo que introduce componentes de media mévil.

Las relaciones de cointegracion pertenecen al subespacio (plano) ortogonal al primer
vector de la matriz C (este primer vector de C es, precisamente, el vector director del

plano de cointegracion).

Para incluir términos constantes en las relaciones de cointegracion, se ha sumado un
valor fijo 9; a todos los valores de una de las series y un valor fijo d; a todos los valores
de otra de las series (desplazamientos en vertical de todos los valores de una de las

series con respecto a las otras).
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El espacio paramétrico considerado es (T x 6 x a X @1 x @2 x 0 x &; x ;). Partiendo de
las simulaciones anteriores y buscando procesos con caracteristicas estadisticas variadas
(Figura 7-31), hemos considerado los valores T = (50, 100, 300), c = (.2, .5),a= (0, 1),
01=(.5,.9),0:=(.5,.9), 6=(5,.9),0; =50y, =-30. También se han considerado
perturbaciones no gaussianas, conforme a una distribucion t de Student con 5 grados de

libertad.

Realizaciones del proceso PGD3

Se representan a continuacion un conjunto de realizaciones del proceso generador

PGD3, correspondientes a distintas combinaciones de valores de los parametros.
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Figura 7-31. Realizaciones del proceso PGD3 con componente constante en la relacion de cointegracion.

Para distintas combinaciones de valores de los parametros, con desplazamientos 8; =5, 6, =-3.
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Ajuste de los algoritmos

El orden p de la representacion VAR del vector de series temporales y; se ha
seleccionado minimizando el criterio de informacion de Schwarz (BIC). Para los
métodos de subespacios se tomaron valores de los parametros p = f= 5. El orden n de la
representacion en el espacio de estados se calcul6 por el procedimiento BA(n) de Bauer

y Wagner (seccion 6.6).

La Figura 7-37 muestra un resultado representativo (tipico) de la estimacion del orden

del modelo con los procedimientos CCA2 y ACCA.

‘Sign’a‘(Todas) d‘ ﬂ‘ (Todas) + [ARI] (Todas) - [ARe] (Todas) d‘ E‘ (Todas)  [[Perturb] Gauss _ﬂ‘
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Figura 7-32. Histogramas del orden estimado (de modelos en el espacio de estados) por los

procedimientos ACCA y CCA2, con el criterio BA(n), para distintos tamarios muestrales T.

Como sucedia con el PGD2, se observa que al aumentar T se reduce la variabilidad en
la estimacion del orden del modelo (nimero de estados), y el orden estimado tiende a
aumentar y a concentrarse en torno al verdadero orden del proceso generador (se puede
comprobar que la formulacion del PGD3 que hemos considerado, con los valores de los
parametros considerados, es controlable y observable, y corresponde por tanto a una
representacion minima del sistema PGD3, que es de orden 4).
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La Figura 7-38 muestra resultados representativos la estimacion del orden de una
aproximacion VAR por el criterio BIC, y también se observa una tendencia a aumentar

el orden estimado del modelo al aumentar T.

‘Sigma‘(Todas) d‘ ﬂ‘ (Todas) « [JAR[ (Todas) »[AR] (Todas) d‘ El‘o.g [ Perturb] Gauss j‘
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Figura 7-33. Histogramas del orden estimado (de modelos VAR) por el procedimiento de Johansen, con

el criterio BIC, para distintos tamarios muestrales T, con 8= 0,9.

7.3.2 Estimacion del subespacio de cointegracion

El subespacio de cointegracion es en este caso un plano. La calidad de estimacion la
mediremos por el angulo formado entre los vectores directores de los planos de

cointegracion real y estimado.

La Tabla 7-5 y la Tabla 7-6 y los graficos entre la Figura 7-34 y la Figura 7-38 muestran
estadisticos correspondientes a la distribucion de este angulo, para los distintos métodos

de estimacion y distintos parametros del proceso generador PGD3.
Podemos extraer las siguientes conclusiones:

= Como en todos los casos anteriores de estimacion de las relaciones de
cointegracion, los estimadores ML b y ML son précticamente idénticos, al igual

que los estimadores CCA y CCA2.
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En general, la estimacién ACCA resulta algo peor que CCA simple. Aunque no
suele haber grandes diferencias entre los métodos ML y CCA, existen varios
casos en los que la estimacion por CCA resulta mejor (mds concentrada y con
mediana mas préxima al valor correcto) que la estimacion ML, pero se producen
algunas excepciones, sin que se identifique una relacion clara entre estas

excepciones y los valores de un parametro concreto del proceso generador.

Los resultados comparativos se mantienen al considerar perturbaciones
conforme a una distribucion t con 5 grados de libertad (los graficos y tablas

mostrados corresponden a perturbaciones gaussianas).
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Meétodo

T Sigma |Estadistico |ML_b ML ACCA CCA CCA2
50 0.2| Media 0.470 0.465 0.518 0.543 0.540
Mediana 0.374 0.371 0.438 0.446 0.444
IQR 0.406 0.400 0.435 0.482 0.472
SD 0.331 0.328 0.342 0.360 0.358
P(a < 0.05) 2% 1% 1% 1% 1%
0.5| Media 0.173 0.167 0.171 0.197 0.195
Mediana 0.128 0.125 0.134 0.145 0.142
IQR 0.132 0.132 0.144 0.159 0.159
SD 0.165 0.157 0.153 0.189 0.189
P(a <0.05) 14% 14% 13% 12% 12%
100 0.2| Media 0.220 0.219 0.254 0.251 0.248
Mediana 0.175 0.174 0.204 0.196 0.193
IQR 0.188 0.187 0.226 0.219 0.210
SD 0.183 0.181 0.195 0.201 0.198
P(a < 0.05) 9% 9% 6% 6% 6%
0.5| Media 0.072 0.072 0.074 0.076 0.075
Mediana 0.059 0.058 0.060 0.063 0.062
IQR 0.057 0.058 0.064 0.064 0.064
SD 0.057 0.055 0.054 0.055 0.055
P(a < 0.05) 41% 42% 41% 40% 40%
300 0.2| Media 0.060 0.060 0.092 0.083 0.083
Mediana 0.048 0.048 0.073 0.063 0.063
IQR 0.050 0.050 0.080 0.074 0.073
SD 0.048 0.048 0.068 0.066 0.066
P(a < 0.05) 53% 53% 31% 38% 38%
0.5| Media 0.021 0.021 0.023 0.023 0.023
Mediana 0.018 0.018 0.019 0.019 0.019
IQR 0.018 0.017 0.019 0.020 0.020
SD 0.016 0.016 0.016 0.016 0.016
P(a <0.05) 95% 95% 94% 94% 94%

Tabla 7-5. Resultados de la distribucion del angulo formado entre los vectores de cointegracion

estimado y real. 1.000 simulaciones del proceso PGD3, para distintos procedimientos de estimacion y

valores de sigmay T, con a =1, p;= .5, p, =.5, 0=".5. En negrita los mejores valores por fila.
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Meétodo

T Sigma |Estadistico |ML_b ML ACCA CCA CCA2
50 0.2| Media 0.828 0.823 0.713 0.697 0.695
Mediana 0.798 0.795 0.653 0.622 0.617
IQR 0.580 0.578 0.515 0.504 0.495
SD 0.372 0.375 0.360 0.360 0.358
P(a < 0.05) 0% 0% 0% 0% 0%
0.5| Media 0.491 0.475 0.314 0.323 0.317
Mediana 0.376 0.366 0.258 0.262 0.254
IQR 0.427 0.418 0.244 0.244 0.235
SD 0.369 0.363 0.237 0.251 0.245
P(a < 0.05) 2% 2% 3% 3% 3%
100 0.2| Media 0.613 0.609 0.490 0.473 0.468
Mediana 0.522 0.517 0.427 0.416 0.416
IQR 0.474 0.473 0.340 0.308 0.315
SD 0.364 0.363 0.293 0.279 0.278
P(a <0.05) 0% 0% 1% 1% 1%
0.5| Media 0.331 0.323 0.180 0.185 0.182
Mediana 0.224 0.220 0.150 0.160 0.155
IQR 0.274 0.264 0.146 0.139 0.139
SD 0.316 0.314 0.128 0.127 0.125
P(a < 0.05) 4% 4% 9% 9% 9%
300 0.2| Media 0.285 0.284 0.241 0.231 0.230
Mediana 0.211 0.211 0.201 0.197 0.196
IQR 0.245 0.246 0.203 0.190 0.186
SD 0.243 0.244 0.160 0.149 0.148
P(a < 0.05) 6% 5% 4% 4% 4%
0.5| Media 0.110 0.107 0.072 0.076 0.076
Mediana 0.073 0.072 0.062 0.065 0.066
IQR 0.082 0.081 0.058 0.063 0.062
SD 0.124 0.121 0.049 0.051 0.051
P(a < 0.05) 31% 33% 39% 36% 36%

Tabla 7-6. Resultados de la distribucion del angulo formado entre los vectores de cointegracion

estimado y real. 1.000 simulaciones del proceso PGD3, para distintos procedimientos de estimacion y

valores de sigmay T, con a =1, p;= .9, p, =.9, 0= .9. En negrita los mejores valores por fila.
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Figura 7-34. Mediana de la distribucion del angulo formado entre los subespacios de cointegracion

estimado y real. Procedimientos de estimacion ML b, ML, ACCA, CCA, y CCA2. Para distintas

combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD3, con ¢;= .5y ¢, =.9
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Figura 7-35. Rango intercuartilico (IQR) de la distribucion del angulo formado entre los subespacios de

cointegracion estimado y real. Procedimientos de estimacion ML b, ML, ACCA, CCA, y CCA2. Para

distintas combinaciones de valores de los parametros del proceso PGD3, con ¢, = 9y ¢, =.9
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distintas combinaciones de valores de los parametros del proceso PGD3, con ¢;= .5y p;=.5
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Figura 7-37. Histogramas del angulo que separa el subespacio de cointegracion estimado del real. 1000

realizaciones del proceso PGD3. T=100, 6 =(.2,.5),a=0,¢;,= .5 ¢0,=.9, 6=.9
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Figura 7-38. Histogramas del angulo que separa el subespacio de cointegracion estimado del real. 1000

realizaciones del proceso PGD3. T=300,0=(2,.5),a=0,¢;,= .9, 0;=.9, 0=.9

7.3.3 Error de prediccion a corto plazo

Las condiciones del experimento son las mismas que se indicaron para el proceso
PGD?2, utilizando, para cada combinacion de valores de pardmetros del proceso
generador PGD3, una muestra de validacion de tamafio igual al 10% del tamaino de la
muestra de trabajo, y calculando, para cada modelo, el valor del estadistico U de Theil y

su distribucion.

La prediccion se realiza expresando el modelo en el espacio de estados. Como estado
inicial para la muestra de prediccion se utiliza el estado final estimado en la muestra de
trabajo ( o de identificacion). Para la muestra de trabajo se utiliza un estado inicial
suavizado. En general, el efecto de tomar otro estimador del estado inicial iria

desapareciendo a lo largo de la muestra de trabajo, como se observa en la Figura 7-39.
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Figura 7-39. Diferencias en la prediccion a horizonte uno de tres series generadas mediante el proceso

PGD3. Las diferencias corresponden a dos estimaciones distintas del estado inicial: una estimacion

suavizada y una estimacion nula. En las 10 realizaciones el modelo usado para prediccion se estimo por

el procedimiento CCA.

La Tabla 7-7 y los graficos que van de la Figura 7-40 a la Figura 7-46 muestran varios

de los resultados obtenidos. Se observa que:

La estimacion ML b y ML resultan equivalentes. En general, también resultan

equivalentes ACCA y CCA simple.

El método CCA2 resulta, con diferencia, el peor método para la prediccion. En
muchas ocasiones, los modelos identificados por este procedimiento predicen
peor que el modelo “camino aleatorio”. El procedimiento funciona

especialmente mal para valores bajos del parametro sefial-ruido (o).

Si comparamos ML con los métodos de subespacios, observamos que para
tamafio muestral T = 50, los modelos estimados por subespacios ofrecen

resultados muy variables, y , en general, predicen mejor los modelos estimados
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por ML. Sin embargo, para tamafos muestrales de 100 y 300, los métodos CCA
y ACCA suelen proporcionar estadisticos U de Theil menores (mejores
resultados de prediccion a corto plazo) que ML, si bien el estadistico suele tener
dispersion algo mayor. La ventaja de los métodos de subespacios disminuye al

aumentar el horizonte de prediccion.

Los resultados dependen de los pardmetros del proceso generador y de la serie
particular que se esté¢ prediciendo (yiy, y2r O y3y), por lo que resulta dificil

encontrar pautas de validez global.

Pequefias desviaciones de la hipotesis de normalidad de las perturbaciones no

afectan a los resultados anteriores.
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Meétodo

T Sigma |Estadistico |ML_b ML ACCA CCA CCA2
50 0.2| Media 0.894 0.880 1.057 1.011 1.878
Mediana 0.612 0.608 0.657 0.636 0.675
IQR 0.611 0.585 0.735 0.688 0.894
SD 0.992 0.953 1.387 1.304 12.169
PU<1) 75% 76% 71% 1% 66%
0.5| Media 1.006 0.984 1.169 1.196 1.520
Mediana 0.629 0.619 0.709 0.707 0.777
IQR 0.687 0.683 0.850 0.864 0.997
SD 1.637 1.587 1.608 1.711 2.859
PU<1) 72% 72% 65% 66% 62%
100 0.2| Media 0.660 0.658 0.606 0.589 0.756
Mediana 0.555 0.557 0.519 0.503 0.606
IQR 0.346 0.345 0.315 0.293 0.379
SD 0.394 0.391 0.333 0.307 0.546
PU<1) 87% 87% 90% 92% 83%
0.5| Media 0.653 0.651 0.609 0.591 0.776
Mediana 0.554 0.553 0.516 0.498 0.622
IQR 0.378 0.378 0.344 0.333 0.433
SD 0.387 0.382 0.368 0.345 0.520
PU<1) 88% 87% 90% 91% 80%
300 0.2| Media 0.520 0.520 0.486 0.484 0.562
Mediana 0.502 0.502 0.469 0.469 0.527
IQR 0.172 0.174 0.147 0.146 0.188
SD 0.138 0.138 0.122 0.121 0.171
PU<1) 99% 99% 100% 100% 98%
0.5| Media 0.538 0.538 0.511 0.502 0.620
Mediana 0.521 0.521 0.497 0.487 0.590
IQR 0.187 0.191 0.168 0.164 0.204
SD 0.151 0.151 0.137 0.136 0.178
PU<1) 99% 99% 99% 99% 96%

Tabla 7-7. Resultados de la distribucion del estadistico U de Theil en prediccion de la serie y; a horizonte
1 para. 1.000 simulaciones del proceso PGD3, para distintos procedimientos de estimacion del modelo y
distintos valores de sigma y T, con a =1, ;= .5, 9, =.5, 0=.9. Todos los estimadores restan las

medias salvo ML_b. En negrita los mejores valores de cada fila.
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Figura 7-40. Mediana de la distribucion del estadistico U de Theil en prediccion de la serie y; a horizonte

1, para modelos identificados mediante distintos procedimientos y con distintas combinaciones de

0.900

valores de los parametros del proceso generador PGD3, con T =100, 300, p;= S5y ¢, =.5
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Figura 7-41. Mediana de la distribucion del estadistico U de Theil en prediccion de la serie y; a horizonte

1, para modelos identificados mediante distintos procedimientos y con distintas combinaciones de

valores de los parametros del proceso generador PGD3, con T =50, o;= Sy ¢, =.5
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Figura 7-42. Rango intercuartilico (IQR) de la distribucion estadistico U de Theil en prediccion de la
serie y; a horizonte 1, para modelos identificados mediante distintos procedimientos y para distintas

combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD3, con ¢;= .5y ¢, =.5

FO=T]
T=300 A \ i

a

5
85% Sigma
MAT
! —+—50-0-02-05
90% 1 —#-50-0-02-09
T=1 50-0-0.5-05
. /\ 50-0-0.5-0.9
5% —_—

—*—50-1-02-05
—e—50-1-0.2-0.9
—+—50-1-05-0.5
——50-1-05-0.9
~———100-0-0.2-0.5
100-0-0.2-0.9
100-0-0.5-0.5
100-0-0.5-0.9
100-1-0.2-0.5
100-1-0.2-0.9
100-1-0.5-0.5
100-1-05-0.9
——300-0-0.2-0.5
300-0-0.2-0.9
300-0-05-0.5
300-0-0.5-0.9
300-1-0.2-05
~%-300-1-0.2-0.9
~—*%—300-1-05-0.5
~—e-300-1-05-0.9

100%

80% A

75% -

70% -

65% -

60%

55% -

50%
ML_b ML ACCA CCA CCA2

Figura 7-43. Probabilidad de que el estadistico U de Theil en prediccion de la serie y; a horizonte 1 sea
menor que uno, para modelos identificados mediante distintos procedimientos, y para distintas

combinaciones de valores de los parametros del proceso PGD3, con ¢;= .5y ¢, =.5
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Figura 7-44. Histogramas del estadistico U de Theil en prediccion de la serie y, a horizonte 1. Proceso
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Figura 7-45. Histogramas del estadistico U de Theil en prediccion de la serie y, a horizonte 1. Proceso

PGD3. T=100, 6=(2,.5),a=0¢,= .5 ¢p,=.5 6=.5
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Figura 7-46. Histogramas del estadistico U de Theil en prediccion de la serie y; a horizonte 1. Proceso

PGD3. T=300,6=(2,.5,a=00,= .9 ¢,=.9, 0=.9

7.3.4 Contraste de igualdad de capacidad predictiva

Como hicimos con el proceso generador anterior, nos planteamos si es significativo el
numero de veces que el modelo identificado por un procedimiento supera en capacidad

predictiva (error cuadratico) al modelo identificado por otro procedimiento.

Recordemos (apartado 7.2.4) que, bajo la hipotesis de equivalencia de los dos
procedimientos de identificacion (A y B), la variable n = "ntimero de veces que el
modelo del método A supera al modelo del método B en N repeticiones independientes”
seguiria una distribucion binomial de pardmetro p = 2, lo que nos permite realizar
contrastes de igualdad de métodos, a efectos de capacidad predictiva de los modelos
identificados. El valor critico superior en 1.000 repeticiones elegido (al 99%) es de 541

(459 como valor inferior).
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Tomando como referencia el método CCA simple, la Tabla 7-10 muestra, para distintas
combinaciones de valores de parametros del proceso generador PGD3, el niimero de
veces (de entre 1.000 repeticiones) en que los modelos identificados por los métodos de
Johansen, ACCA o CCA2 proporcionaron predicciones de menor error cuadratico

medio que el modelo correspondiente estimado por el algoritmo CCA simple.

sigma
0,2 0,5

T 0 02 g |Johansen | ACCA CCA2  |Johansen | ACCA CCA2
50| 05| 05 05 532 520 417 584 549 466
0.9 502 490 446 517 482 447
09 0.5 554 508 420 585 510 443
0.9 504 469 438 524 469 422
09 05 05 611 568 456 644 554 482
0.9 522 549 422 563 498 436
09 0.5 606 526 418 650 521 465
0.9 567 513 412 589 538 434
100f 0.5/ 05 05 412 516 239 525 435 328
0.9 302 464 287 340 417 291
09 0.5 475 444 197 534 421 255
0.9 332 402 230 311 375 218
09 05 05 430 573 318 566 489 454
0.9 394 521 345 544 496 459
09 0.5 488 490 271 579 494 374
0.9 423 467 344 523 449 343
300 05| 05 05 248 554 115 281 397 183
0.9 279 510 197 272 394 158
09 0.5 316 426 56 301 369 79
0.9 398 407 53 294 322 107
09 05 05 279 588 141 350 443 255
0.9 253 498 143 279 430 175
09 0.5 343 485 82 392 406 172
0.9 358 531 142 300 447 142

Tabla 7-8. Numero de veces entre 1.000 en que el modelo identificado por los métodos de Johansen,
ACCA o CCA?2 bate en error cuadratico medio de prediccion al modelo identificado por el método CCA
simple. Se considera significativo a favor de CCA un valor inferior a 459 (celdas en negrita), y
significativo a favor del método en cuestion un valor superior a 541 (celdas con relleno). La tabla se ha

realizado con el error de prediccion de la serie y; a horizonte 1, con a = 0 y perturbaciones gaussianas.

En la Tabla 7-10, que resulta representativa de los resultados generales, se aprecia que
el método de Johansen es el que proporciona los mejores modelos para bajo tamafio

muestral (T = 50). Este resultado se mantiene para las otras series y otros valores de los
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parametros. En general, para tamafio muestral T = 100 y T = 300, el método CCA
simple es el que proporciona los mejores modelos predictivos. El método CCA2 es
notablemente inferior a CCA simple. ACCA proporciona resultados variables, en
algunos casos supera a CCA simple, pero suele resultar inferior, en especial para T =

300.

7.3.5 Combinacion de predicciones

Pese a los malos resultados de prediccion obtenidos por los modelos identificados
mediante el método CCA2, nos planteamos si estos modelos pueden aportar
informacion util para prediccion, al combinarlos con modelos identificados por otros

procedimientos.

Puesto que el método CCA2 es una modificacion del método CCA, que trata de
mejorarlo en sistemas cointegrados, parece logico realizar, en primer lugar, una
comparacion entre estos dos procedimientos. La Figura 7-47 muestra la distribucion de
pesos Optimos para prediccion en combinaciones lineales de modelos CCA con modelos
CCA2 (ver apartado 7.2.4). Un valor del peso proximo a uno (/cero) indica que el
modelo CCA (/CCA2) proporciona la mejor prediccion y el otro no aporta informacion

util para prediccion.
Se comprueba que:

» La mejor prediccidon corresponde, en general, a uno de los modelos, y no a una

combinacion de ambos.

= Para T = 50 los dos métodos (CCA y CCA2) estan basicamente empatados en
cuanto a probabilidad de proporcionar el mejor modelo en prediccion. La ventaja
del método CCA sobre el CCA2 se va haciendo notable al aumentar el tamafio
muestral y es en general muy evidente (depende de los valores de los parametros
del proceso generador) para tamafio muestral T = 300. Para este tamafio muestral
si existen algunos casos, aunque reducidos, en que la combinacion de modelos

CCA2-CCA supera, en prediccion, al modelo CCA simple.
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Figura 7-47. Histogramas de los pesos @* de modelos CCA en combinaciones con modelos CCA2 para

prediccion a horizonte H.
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7.4 Proceso generador de datos 4 (PGD4)
7.4.1 Caracteristicas generales

El proceso generador de datos 4 (PGD4) genera tres series temporales como
combinacion de 2 tendencias comunes (lo que implica un vector de cointegracion) y tres
ciclos, donde uno de los ciclos sigue un AR(1) y los otros dos recuerdan perturbaciones

anteriores (componentes MA).

Una formulacién en el espacio de estados para el PGD4 es

T, 1 0 0 a 0fr I 0 O
7, 01 0 0 allr, 0 1 0}|e
mn =10 0 ¢, O Of|m,|+|O0O O 1]|e,
7, 00 0 0 Oflm 6, 0 0]|e]
7., 00 0 0 Ojn] [0 6 0
o]
Y 1 1,1 0 Of|lor, e

00 1|l n e,
_773_t

t

|

v, | =]0 1i010 n | +e
|
|

donde el vector de perturbaciones e; es ruido blanco gaussiano de esperanza cero y

matriz de covarianzas la identidad.

La relaciéon de cointegracion pertenece al subespacio ortogonal a los dos primeros

vectores de la matriz C, por lo esta relacion viene definida por el vector [1,-1,-1]".

Para incluir términos constantes en las relaciones de cointegracion, se ha sumado un
valor fijo 9; a todos los valores de una de las series y un valor fijo §; a todos los valores
de otra de las series (desplazamientos en vertical de todos los valores de una de las
series con respecto a las otras). Si se restan las medias muestrales, la magnitud del valor

de los desplazamientos no influye en los resultados.
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El espacio paramétrico considerado es (T x 6 x a x @1 x 0; x 0, x &; x ;). A partir de

las consideraciones realizadas en los procesos anteriores, tomamos los valores T = (50,

100, 300), 6 = (.2,.5), 2= (0, 1), 91 =(.5,.9), 0, = (.5, .9), 0, =(.5,.9),8 =50y, =

-30.

La Figura 7-48 representa un conjunto de realizaciones del proceso generador PGD4

que corresponde a distintas combinaciones de valores de los parametros.

. .
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Figura 7-48. Realizaciones del proceso PGD4 con componente constante en la relacion de cointegracion.

Para distintas combinaciones de valores de los parametros, con desplazamientos 6, =5y & = -3.
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Ajuste de los algoritmos

Como en los casos anteriores, el orden p de la representacion VAR del vector de series
temporales y; se ha seleccionado minimizando el criterio de informacion BIC. Para los
métodos de subespacios se tomaron valores de los parametros p = f= 5. El orden n de la
representacion en el espacio de estados se calcul6 por el procedimiento BA(n) de Bauer

y Wagner (seccion 6.6).

La Figura 7-56 muestra un resultado representativo (tipico) de la estimacion del orden

del modelo con los procedimientos CCA2 y ACCA para el PGD4.
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Figura 7-49. Histogramas del orden estimado (de modelos en el espacio de estados) por los

procedimientos ACCA y CCA2, con el criterio BA(n), para distintos tamaiios muestrales T.

Como en los casos anteriores, al aumentar T se va reduciendo la variabilidad en la
estimacion del orden del modelo (nimero de estados), y el orden estimado se va
aproximando mas al verdadero orden del proceso generador (orden 5), si bien en general

el orden resulta subestimado, incluso para T = 300.

La Figura 7-57 muestra resultados representativos de la estimacion del orden de una

aproximacion VAR por el criterio BIC. Se observa una tendencia a aumentar el orden
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estimado del modelo al aumentar T. También se detectd que el aumento de valor de los

parametros 0, y 0, provoca un aumento de valor del orden estimado.
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Figura 7-50. Histogramas del orden estimado (de modelos VAR) por el procedimiento de Johansen, con

el criterio BIC, para distintos tamarios muestrales T.

7.4.2 Estimacion del subespacio de cointegracion

El subespacio de cointegracion es en este caso un vector. La calidad de estimacion la

mediremos por el angulo formado entre los vectores de cointegracion real y estimado.

La Tabla 7-9 y la Tabla 7-10 y los graficos que van de la Figura 7-51 a la Figura 7-57
muestran estadisticos correspondientes a la distribucion de este angulo, para los
distintos métodos de estimacion y distintos parametros del proceso generador PGD4. Se

observa que:

* Como en todos los casos anteriores de estimacion de las relaciones de
cointegracion, los estimadores ML b y ML son practicamente idénticos, al igual
que los estimadores CCA y CCA2. Para este proceso generador PGD4 se tiene
ademads que, en general, la estimacion ML resulta muy superior a la estimacion

por subespacios.

- 200 -



Resultados

* En cuanto al método ACCA, proporciona en general (con excepciones, sobre
todo para valores altos de ¢;) peores resultados que la estimacion ML, y resulta
en ocasiones mejor y en otras peor que CCA simple, dependiendo de los

parametros del proceso generador.
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Meétodo

T Sigma |Estadistico |ML_b ML ACCA CCA CCA2
50 0.2| Media 0.439 0.437 0.766 0.771 0.771
Mediana 0.329 0.329 0.725 0.713 0.709
IQR 0.414 0.413 0.692 0.691 0.690
SD 0.352 0.352 0.407 0.410 0.409
P(a <0.05) 3% 3% 1% 0% 1%
0.5| Media 0.160 0.157 0.311 0.340 0.340
Mediana 0.116 0.115 0.197 0.221 0.220
IQR 0.130 0.126 0.291 0.313 0.312
SD 0.170 0.165 0.314 0.335 0.336
P(a <0.05) 18% 18% 8% 7% 7%
100 0.2| Media 0.173 0.173 0.436 0.449 0.448
Mediana 0.138 0.137 0.341 0.357 0.357
IQR 0.138 0.138 0.359 0.375 0.374
SD 0.143 0.142 0.322 0.324 0.323
P(c < 0.05) 1% 11% 2% 2% 2%
0.5| Media 0.052 0.052 0.093 0.096 0.096
Mediana 0.041 0.041 0.072 0.073 0.073
IQR 0.043 0.042 0.073 0.078 0.078
SD 0.040 0.040 0.090 0.092 0.092
P(c < 0.05) 60% 60% 32% 33% 33%
300 0.2| Media 0.044 0.044 0.128 0.149 0.148
Mediana 0.035 0.035 0.107 0.121 0.121
IQR 0.035 0.035 0.106 0.121 0.121
SD 0.033 0.033 0.099 0.109 0.108
P(a<0.05) 70% 70% 17% 12% 13%
0.5| Media 0.012 0.012 0.028 0.025 0.025
Mediana 0.010 0.010 0.023 0.020 0.020
IQR 0.010 0.010 0.024 0.023 0.022
SD 0.009 0.009 0.020 0.019 0.019
P(a <0.05) 99% 99% 87% 90% 91%

Tabla 7-9. Resultados de la distribucion del angulo formado entre los vectores de cointegracion
estimado y real. 1.000 simulaciones del proceso PGD4, para distintos procedimientos de estimacion y

valores de sigma y T, cona =1, ¢;= .5, 6,=.5y 0,=.5. En negrita los mejores valores de cada fila
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Meétodo

T Sigma |Estadistico |ML_b ML ACCA CCA CCA2
50 0.2| Media 0.706 0.712 0.770 0.764 0.765
Mediana 0.636 0.639 0.723 0.722 0.718
IQR 0.544 0.547 0.590 0.609 0.609
SD 0.373 0.373 0.375 0.380 0.380
P(a <0.05) 0% 0% 0% 0% 0%
0.5| Media 0.429 0.418 0.366 0.397 0.396
Mediana 0.324 0.318 0.278 0.308 0.306
IQR 0.376 0.355 0.292 0.346 0.353
SD 0.336 0.324 0.293 0.314 0.313
P(a <0.05) 2% 2% 3% 2% 2%
100 0.2| Media 0.531 0.532 0.607 0.613 0.611
Mediana 0.471 0.470 0.514 0.532 0.526
IQR 0.353 0.350 0.449 0.467 0.458
SD 0.319 0.317 0.356 0.359 0.359
P(c < 0.05) 0% 0% 0% 0% 0%
0.5| Media 0.273 0.262 0.197 0.231 0.229
Mediana 0.197 0.190 0.154 0.179 0.178
IQR 0.208 0.198 0.144 0.174 0.174
SD 0.259 0.248 0.182 0.204 0.201
P(a <0.05) 6% 6% 8% 7% 7%
300 0.2| Media 0.248 0.247 0.314 0.338 0.336
Mediana 0.204 0.203 0.253 0.283 0.280
IQR 0.191 0.190 0.213 0.244 0.245
SD 0.183 0.182 0.234 0.237 0.236
P(a<0.05) 5% 5% 2% 1% 1%
0.5| Media 0.085 0.083 0.069 0.086 0.086
Mediana 0.065 0.063 0.059 0.072 0.071
IQR 0.073 0.071 0.056 0.070 0.069
SD 0.075 0.073 0.047 0.065 0.065
P(a <0.05) 38% 38% 42% 34% 34%

Tabla 7-10. Resultados de la distribucion del angulo formado entre los vectores de cointegracion
estimado y real. 1.000 simulaciones del proceso PGD4, para distintos procedimientos de estimacion y

valores de sigmay T, cona =1, ;= .9, 6, =.9y 6, =.9. En negrita los mejores valores de cada fila
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Figura 7-51. Mediana de la distribucion del angulo formado entre los subespacios de cointegracion

estimado y real. Procedimientos de estimacion ML b, ML, ACCA, CCA, y CCA2. Para distintas

combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD4, con 6, = 5y 6,=.5
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Figura 7-53. Rango intercuartilico (IQR) de la distribucion del angulo formado entre los subespacios de

cointegracion estimado y real. Procedimientos de estimacion ML _b, ML, ACCA, CCA, y CCA2. Para
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[ioR]

0.800

T

a

0.700

0.600 -

0.500 -

0.400 -

0.300

P i
N
6\
¥ e —.
\\
= ——

Theta2

Sigma

0.200

0.100

0.000

——50-0-05-0.2
—#-50-0-05-0.5
50-0-0.9-0.2
50-0-09-0.5
—*—50-1-05-0.2
——50-1-05-05
—+—50-1-09-0.2
——50-1-09-05
~—=—-100-0-05-0.2
100-0-0.5-0.5
100-0-0.9-0.2
100-0-0.9-0.5
100-1-0.5-0.2
100-1-05-0.5
100-1-0.9-0.2
100-1-09-0.5
——300-0-05-0.2
300-0-05-0.5
300-0-0.9-0.2
300-0-09-05
300-1-05-0.2
~%-300-1-05-0.5
—*%—300-1-0.9-0.2
~—e-300-1-09-0.5

ML b

ML

ACCA

CCA

CCA2

Figura 7-54. Rango intercuartilico (IQR) de la distribucion del angulo formado entre los subespacios de

cointegracion estimado y real. Procedimientos de estimacion ML b, ML, ACCA, CCA, y CCA2. Para

distintas combinaciones de valores de los parametros del proceso PGD4, con ¢;= .9y 6, =.9

- 205 -




Andlisis de Sistemas Cointegrados mediante Métodos de Subespacios

120% P(alpha< 0.05)
T
a
Sigma
Theta2
100%

x?

——50-0-0.2-05
—=-50-0-02-09
50-0-05-0.5
50-0-05-0.9
—*—50-1-0.2-05

80%

60%

—e—50-1-0.2-09
—+—50-1-05-0.5
——50-1-05-09
——100-0-0.2-0.5
100-0-0.2-0.9

40% A

20% A

0%

100-0-0.5-0.5
100-0-0.5-0.9
100-1-0.2-0.5
100-1-0.2-0.9
100-1-0.5-0.5
100-1-0.5-0.9
——300-0-0.2-0.5
300-0-0.2-0.9
300-0-0.5-0.5
300-0-0.5-0.9
300-1-0.2-0.5
—»*—-300-1-0.2-0.9
—*—300-1-05-0.5
—+-300-1-05-0.9

ML_b ML ACCA CCA CCA2
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Figura 7-56. Probabilidad de que el angulo formado entre los subespacios de cointegracion estimado y

real sea menor que un valor de referencia k, para cada procedimiento de estimacion y para distintas

combinaciones de valores de los parametros del proceso PGD4, con ¢;= .5y 6, =.5
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Figura 7-57. Histogramas del angulo que separa el subespacio de cointegracion estimado del real. 1000

realizaciones del proceso PGD4. T=100, 6 =(.2,.5),a=0, ;= .5,6,=5y6,=.5
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7.4.3 Error de prediccion a corto plazo

Como en los experimentos anteriores, la capacidad de prediccion se ha estudiado en
muestras de prediccion de tamafio igual al 10% del tamafio de la muestra de trabajo. La
prediccion se calcula en el espacio de estados. Como estado inicial para la muestra de
prediccion se utiliza el estado final estimado en la muestra de trabajo. Para la muestra de
trabajo se utiliza un estado inicial suavizado. De nuevo comprobamos que, en general
(Figura 7-58), otros métodos de célculo del estado inicial de la muestra de trabajo
supondrian poca o nula diferencia en la prediccion obtenida al final de la muestra de

trabajo (momento en que comenzamos a valorar la capacidad de prediccion).
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Figura 7-58. Cada linea mide la diferencia en la prediccion a horizonte uno de cada una de las tres series
generadas mediante el proceso PGDA4. Las diferencias corresponden a dos estimaciones distintas del
estado inicial: una estimacion suavizada y una estimacion nula. En las 10 realizaciones, el modelo usado

para prediccion se estimo por el procedimiento CCA.

La Tabla 7-11 y los graficos que van de la Figura 7-59 a la Figura 7-66 se han

seleccionado para ilustrar la comparacion de métodos de estimacion, en base a la
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distribucion del estadistico U de Theil en prediccion a corto plazo de los modelos

proporcionados por cada método. Se comprueba que:

En general, los modelos identificados por el método de Johansen (especificacion
BIC y estimacion ML) resultan mejores para prediccion que los modelos
identificados por métodos de subespacios para bajo tamafio muestral ( T = 50,
100) y horizontes de prediccion crecientes (3, ...). Sin embargo, el método CCA
simple (y en ocasiones el ACCA) supera al método de Johansen para tamafio

muestral alto ( T =300) y bajo horizonte de prediccion (1, 2).

Pese a las ventajas asintdticas tedricas del algoritmo ACCA sobre el algoritmo
CCA simple, los experimentos practicos no nos permiten inclinarnos por su
utilizacion: en muchas ocasiones ACCA resulta inferior a CCA simple, y
tampoco se aprecia que el rendimiento de este algoritmo mejore (en términos
relativos) con el tamafio muestral, dentro de los tamanos considerados (50, 100,

300).

Los resultados obtenidos en prediccion dependen de los pardmetros del proceso
generador y de la serie particular que se esté prediciendo (la primera, segunda o
tercera: yi, Y21 0 y31), por lo que resulta dificil encontrar resultados de validez

general.

El método CCA2 es, con diferencia, el que peores resultados proporciona.
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Serie 1 Serie2
Meétodo Meétodo

T |Sigma |Datos ML b [ML |ACCA |CCA |CCA2|ML b ML |ACCA |CCA |CCA2
50 0.2| Media 0.868] 0.863] 0.895] 1.007| 1.196] 0.784] 0.776] 1.094] 1.113] 1.182
Mediana | 0.586| 0.582| 0.549| 0.591| 0.644| 0.482| 0.481| 0.559| 0.575| 0.569

IQR 0.609| 0.600| 0.592| 0.676| 0.760| 0.533] 0.512] 0.748| 0.788| 0.826

SD 1.346] 1.341] 1.518| 1.740| 2.909|| 1.064| 1.049] 1.861] 1.864| 2.079

P(U<1) 76%| T77%| T7%| 74%| 70%| 82%| 83%| 73% 71%| 70%

0.5| Media 0.743] 0.735] 0.758] 0.845] 1.178] 0.881] 0.873] 1.429] 1.754] 2.329
Mediana | 0.491| 0.491| 0.486] 0.510] 0.557| 0.564| 0.554| 0.686| 0.809| 0.909

IQR 0.527| 0.533| 0.549] 0.612| 0.729] 0.711| 0.693| 1.060| 1.258] 1.457

SD 0.953| 0.938| 1.101| 1.105| 3.345| 1.136] 1.145| 2.330| 4.631| 9.736

P(U<1) 81%| 81%| 82%| 78%| 73%| 74%| 74%| 63% 58%| 53%

100 0.2| Media 0.562] 0.559] 0.556] 0.569] 0.630] 0.512] 0.509] 0.649] 0.579] 0.712
Mediana | 0.481] 0.480| 0.467| 0.477| 0.506| 0.419] 0.417| 0.432| 0.424| 0.484

IQR 0.336| 0.334| 0.302] 0.321| 0.381] 0.327| 0.318] 0.396| 0.358| 0.446

SD 0.315| 0.310| 0.376] 0.409| 0.476] 0.383] 0.376] 1.141| 0.871| 0.879

P(U< 1) 92%| 92%| 92%| 92%| 89%| 92%| 93%| 86% 90%| 82%

0.5 Media 0.485] 0.488] 0.490] 0.485] 0.533] 0.528] 0.526] 0.610] 0.562] 1.352
Mediana | 0.407| 0.408| 0.415] 0.408| 0.432| 0.449] 0.450] 0.485] 0.452| 0.761

IQR 0.291] 0.293] 0.293] 0.282| 0.327| 0.344| 0.344] 0.423] 0.384]| 0.965

SD 0.298| 0.304| 0.305| 0.306| 0.370] 0.344| 0.341| 0.487| 0.440| 2.020

P(U<1) 94%| 93%| 94%| 94%| 92%| 91%| 91%| 87%| 89%| 62%

300 0.2| Media 0.458] 0.458] 0.429] 0.427| 0.609] 0.393] 0.393] 0.374| 0.374] 0.584
Mediana | 0.442| 0.442| 0.407| 0.402 o.54o||| 0.373| 0.374| 0.350| 0.351] 0.502

IQR 0.156] 0.155| 0.142] 0.145| 0.249] 0.164| 0.163] 0.156] 0.158] 0.273

SD 0.123] 0.123| 0.127] 0.126]/ 0.286| 0.134| 0.133] 0.137| 0.137] 0.339

P(U<1) 100%| 100%| 100%| 100%| 93%| 100%| 100%| 100%| 100%| 92%

0.5 Media 0.393] 0.394] 0.391] 0.391] 0.442] 0.402] 0.402] 0.405] 0.401] 0.753
Mediana | 0.375] 0.376] 0.370] 0.371] 0.412| 0.381] 0.381] 0.379] 0.375/ 0.643

IQR 0.137| 0.136] 0.140] 0.142| 0.166] 0.160] 0.161] 0.165] 0.165 0.398

SD 0.120/ 0.120| 0.120] 0.122] 0.157| 0.132] 0.133] 0.143] 0.141] 0.421

P(U<1) 100%| 100%| 100%| 100%| 100%| 100%| 100%| 100%| 100%| 81%

Tabla 7-11. Resultados de la distribucion del estadistico U de Theil en prediccion de las series y; e y; a

horizonte 1 para. 1.000 simulaciones del proceso PGDA4, para distintos procedimientos de estimacion del

modelo y distintos valores de sigmay T, con a =1, p;= .5, 6, = .9y 6, =.5. Todos los estimadores

restan las medias salvo ML _b. En negrita los mejores valores de cada fila, por cada serie.
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Figura 7-59. Mediana de la distribucion del estadistico U de Theil en prediccion de la serie y; a horizonte
1, para modelos identificados mediante distintos procedimientos y para distintas combinaciones de

valores de los parametros del proceso generador PGD4, con ¢;= .9y 6, =.9
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Figura 7-60. Rango intercuartilico (IQR) de la distribucion del estadistico U de Theil en prediccion de la
serie y; a horizonte 1, para modelos identificados mediante distintos procedimientos y para distintas

combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD4, con ¢;= 5y 6, =.5
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Figura 7-61. Rango intercuartilico (IQR) de la distribucion del estadistico U de Theil en prediccion de la
serie y; a horizonte 1, para modelos identificados mediante distintos procedimientos y para distintas

combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD4, con ¢;=.5y 6, =.5.
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Figura 7-62. Probabilidad de que el estadistico U de Theil en prediccion de la serie y; a horizonte 3 sea

menor que uno, para modelos identificados mediante distintos procedimientos, y para distintas

combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD4, con p;=.5y 6, =.5
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Figura 7-63. Probabilidad de que el estadistico U de Theil en prediccion de la serie y; a horizonte 2 sea

menor que uno, para modelos identificados mediante distintos procedimientos, y para distintas

combinaciones de valores de los parametros del proceso generador PGD4, con p;=.5y 6, =.5
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7.4.4 Contraste de igualdad de capacidad predictiva

Como en los casos anteriores, analizamos el nimero de veces que el modelo
identificado por un procedimiento supera en capacidad predictiva (error cuadratico) al
modelo identificado por otro procedimiento. El contraste binomial se detallé en el
apartado 7.2.4. La Tabla 7-12 muestra, para distintas combinaciones de valores de
parametros del proceso generador PGD4, el numero de veces (de entre 1.000
repeticiones) en que los modelos identificados por los métodos de Johansen, ACCA o
CCA2 proporcionaron predicciones de menor error cuadratico medio que el modelo

correspondiente estimado por el algoritmo CCA simple.

sigma
0.2 0.5

T 0 6, @, |Johansen | ACCA CCA2  |Johansen | ACCA CCA2
50 0.5 0.5 0.5 541 497 470 658 496 434
0.9 582 484 446 621 456 371
0.9 0.5 514 503 455 595 506 382
0.9 560 479 415 580 476 337
0.9 0.5 0.5 573 492 452 669 540 454
0.9 566 465 450 641 505 422
0.9 0.5 564 465 447 617 519 428
0.9 533 436 428 614 509 380
100 0.5 0.5 0.5 567 382 458 581 411 371
0.9 504 353 232 421 450 159
0.9 0.5 525 404 368 530 601 190
0.9 448 338 152 444 482 104
0.9 0.5 0.5 544 377 430 604 464 385
0.9 445 310 266 432 376 205
0.9 0.5 537 364 352 622 557 276
0.9 510 320 207 553 514 187
300 0.5 0.5 0.5 564 297 176 456 402 117
0.9 475 321 44 351 323 29
0.9 0.5 436 327 63 370 372 15
0.9 343 316 18 306 305 2
0.9 0.5 0.5 650 178 172 627 401 191
0.9 504 187 96 422 315 63
0.9 0.5 535 220 72 519 408 45
0.9 381 226 49 315 339 34

Tabla 7-12. Numero de veces entre 1.000 en que el modelo identificado por los métodos de Johansen,
ACCA o CCA?2 bate en error cuadratico medio de prediccion al modelo identificado por el método CCA
simple. Se considera significativo a favor de CCA un valor inferior a 459 (celdas en negrita), y
significativo a favor del método en cuestion un valor superior a 541 (celdas con relleno). La tabla se ha
realizado con el error de prediccion de la serie y; a horizonte 1, con a = 1 y perturbaciones

gaussianas.
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La Tabla 7-12, que resulta representativa de los resultados generales para otras
combinaciones de valores de parametros, permite obtener unas conclusiones similares a
las obtenidas para el proceso generador PGD3. Para bajo tamafio muestral (T = 50), se
aprecia que el método de Johansen proporciona, en general, mejores modelos
predictivos que el algoritmo CCA simple. Al crecer el tamafio muestral, el método CCA
simple se vuelve comparable al de Johansen, y normalmente lo supera para alto tamaio
muestral (T = 300). El método CCA2 resulta claramente inferior al CCA simple, para
practicamente todos los casos. El método ACCA supera en ocasiones al CCA simple,

pero en general resulta inferior, y especialmente para alto tamafio muestral (T = 300).

7.4.5 Combinacion de predicciones

Pese a los malos resultados de prediccion obtenidos por los modelos identificados
mediante el método CCA2, nos planteamos de nuevo si estos modelos pueden aportar
informacion util para prediccion, al combinarlos con modelos identificados por otros

procedimientos.

La Figura 7-67 muestra la distribucion de pesos Optimos para prediccion en
combinaciones lineales de modelos CCA con modelos CCA2 (ver apartado 7.2.5). Un
valor del peso proximo a uno (/cero) indica que el modelo CCA (/CCA?2) proporciona la

mejor prediccion y el otro no aporta informacion 1til.

Las conclusiones para este proceso generador coinciden con las obtenidas para el

proceso generador PGD3:

* La mejor prediccion corresponde, en general, a uno de los modelos, y no a una

combinacion de ambos.

= Para T = 50 los dos métodos (CCA y CCA2) estan basicamente empatados en
cuanto a probabilidad de proporcionar el mejor modelo en prediccion. La ventaja
del método CCA sobre el CCA2 se va haciendo notable al aumentar el tamafio
muestral y es en general muy evidente (depende de los valores de los parametros

del proceso generador) para tamaiio muestral T = 300.
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Figura 7-67. Histogramas de los pesos @* de modelos CCA en combinaciones con modelos CCA2 para

prediccion a horizonte H.
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8 CONCLUSIONES

El andlisis de sistemas cointegrados es una cuestion de gran interés actual en
econometria (recordemos el premio Nobel de economia de 2003, concedido a Clive W.
J. Granger por sus métodos de analisis de series temporales econdmicas con tendencias
comunes). Sin embargo, los procesos no estacionarios y cointegrados no son exclusivos
de los fendmenos econdémicos, sino que son frecuentes en la naturaleza y aparecen en
multiples procesos de ingenieria, como indicdbamos en la introduccion. En general,
todas las disciplinas que, entre sus herramientas, utilicen la identificacién de sistemas,
podran verse beneficiadas por avances en la metodologia de analisis de procesos

cointegrados, que es el objeto de estudio de esta tesis doctoral.

El método de analisis de procesos cointegrados mas extendido y desarrollado
actualmente es el método de maxima verosimilitud de Johansen, que esta basado en una
formulacion vectorial autorregresiva (VAR) de las series estudiadas. Al comienzo de
esta tesis nos planteamos estudiar la utilidad de otro tipo de formulaciéon matematica de
sistemas lineales, el espacio de estados, para el analisis de sistemas cointegrados. Los
principales motivos por los que nos hicimos este planteamiento son la mayor
parsimonia de la formulacion del espacio de estados respecto a la formulacion VAR
para representar procesos VARMA, y la serie de potentes técnicas y herramientas
desarrolladas sobre el espacio de estados, entre las que destacamos el filtro de Kalman y
los métodos de subespacios. Ademas, el espacio de estados constituye una forma natural
e intuitiva para formular modelos ciclo-tendencia, de los cuales los modelos

cointegrados son un caso particular.

El estudio del problema y de las diferentes técnicas y métodos que hemos citado,
desarrollado a lo largo de los primeros capitulos de esta tesis, nos condujo a las

siguientes consideraciones:

» Para abordar el andlisis de sistemas cointegrados en el espacio de estados
necesitamos en primer lugar analizar como puede representarse uno de estos
sistemas en el espacio de estados. Este analisis se llevo a cabo en el capitulo 2,
en el que relacionamos la representacion en forma de tendencias comunes de
Stock y Watson (1988), con la formulacion en el espacio de estados. Ademas, la

propia formulacion en el espacio de estados nos permitio llamar la atencion
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sobre el hecho de que la descomposicion ciclo-tendencia, tan habitual en

; , . . . 1
econometria, en general no es Unica, no es identificable .

* Una de las utilidades mas potentes y mas utilizadas del espacio de estados es la
obtencion de estimadores pseudo maximo verosimiles mediante optimizacion
numérica de la funcién de verosimilitud paramétrica calculada de forma
recursiva mediante el filtro de Kalman (ver anexo 1.7). Tras el analisis realizado
consideramos que, para la estimacion de sistemas cointegrados, este enfoque
dificilmente puede competir con el método de Johansen, que también es un
enfoque de méxima verosimilitud, pero no precisa entrar en problematicas

optimizaciones por métodos numeéricos.

» Los métodos de subespacios si constituyen, teéricamente, una alternativa o un
complemento factible e interesante para el estudio de sistemas cointegrados. Son
rapidos, no iterativos, descansan sobre herramientas algebraicas robustas y los
ultimos avances (Bauer y Wagner 2002) indican que pueden competir e incluso

superar al método de Johansen en el plano teodrico (asintdtico).

Tras alcanzar estas reflexiones, nos centramos en el objetivo mas concreto de esta
investigacion doctoral: valorar la utilidad practica de los métodos de subespacios para el
analisis de sistemas cointegrados, averiguar en qué medida pueden competir en la

practica con el método de referencia (método de Johansen).

La revision de la literatura nos proporciond dos algoritmos de subespacios previos
propuestos para ser aplicados a sistemas cointegrados: el algoritmo SSATS de Aoki
(1997) y el algoritmo ACCA de Bauer y Wagner (2002). El estudio de ambos
algoritmos nos sugirié un nuevo método: el algoritmo CCA bietapico, o CCA2, que
combina la intuicion del método de Aoki con las propiedades deseables del algoritmo

CCA (Bauer y Ljung 2002). También decidimos considerar los modelos proporcionados

! Salvo que se impongan a priori una serie de condiciones que, en muchos casos, resultan arbitrarias o
argumentables. Es frecuente que esas condiciones se impongan precisamente para conseguir la
identificabilidad, y no porque las respalde una teoria econémica sélida. El problema de identificabilidad
llama la atencion sobre el peligro de aceptar como valida una determinada descomposicion estructural

s6lo porque ésta resulta compatible con las observaciones.
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por el método CCA estandar, que proporciona estimadores consistentes del subespacio

de cointegracion.

Se disefid una bateria de experimentos para comparar los distintos métodos, tomando
como referencia el método de méaxima verosimilitud de Johansen. Se seleccionaron
procesos generadores cointegrados formulados en el espacio de estados (o,
equivalentemente, procesos VARMA cointegrados) de mayor generalidad a los
considerados en trabajos previos (Gonzalo 1994, Bauer y Wagner 2003b). Ante la
sospecha de que el mejor o peor funcionamiento de uno u otro método de identificacion
pudiera depender de las caracteristicas del proceso generador (como efectivamente
sucede), se tomaron procesos generadores variados y de distintas dimensiones. También
se plantearon medidas de calidad de estimacion originales (tales como el angulo de
separacion entre subespacios), que tratan de superar algunas de las limitaciones de los

antecedentes.

En cuanto a las conclusiones obtenidas por comparacion de los distintos métodos de

subespacios, resaltamos:

* Ninguno de los algoritmos de subespacios considerados para el andlisis de
sistemas cointegrados ha demostrado ventajas practicas claras sobre el algoritmo

CCA simple o estandar.

* Elmétodo SSATS de Aoki para analisis de sistemas cointegrados se desech6 por
su desventaja frente al método CCA al estimar el subespacio de cointegracién
(sin embargo, las ideas de Aoki nos llevaron a proponer el método CCA2, que

no presenta esa desventaja).

* El método CCA2, planteado y estudiado en esta tesis, resultd proporcionar, pese
a su caracter intuitivo, modelos que, en general, presentan peor capacidad de
prediccion que los obtenidos mediante el método CCA simple, por lo que,
conforme a los experimentos realizados, su utilizaciébn no se encuentra en

conjunto justificada.

* El método ACCA, o CCA adaptado, de Bauer y Wagner (2002), es el tnico que
cuenta con una prueba tedrica de estimacion consistente de todos los pardmetros

del modelo. Pese a sus ventajas tedricas asintoticas sobre el método CCA
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simple, no se aprecian ventajas sobre el mismo en los experimentos realizados,
ni en la estimacion del subespacio de cointegracion, ni en la capacidad de

prediccion a corto plazo de los modelos estimados.

En los experimentos realizados estas conclusiones han resultado robustas frente

a desviaciones de la hipotesis de normalidad de las perturbaciones.

En lo relativo a la comparacion Johansen / subespacios, las conclusiones mas relevantes

desde el punto de vista practico son:

Para identificacion de procesos generadores VARMA, ninguno de los métodos
proporciona uniformemente mejores resultados que el otro: el mejor o peor
funcionamiento de un método de identificacién respecto ha mostrado una alta
dependencia de las caracteristicas del proceso generador (tanto de la estructura
como de los valores de los pardmetros). Este resultado obliga a considerar con
precaucion las conclusiones de cualquier estudio practico comparativo sobre
métodos de identificacion o estimacion que esté basado en un numero reducido

de procesos generadores.

En general, en los experimentos realizados con una muestra de identificacion de
tamafio reducido (T = 50 6 100), los modelos obtenidos mediante el algoritmo
de Johansen han proporcionado los mejores resultados predictivos (con una
ventaja mas notable para T = 50 que para T = 100). Por el contrario, cuando se
cuenta con tamafios muestrales mayores (T = 300), el método CCA simple
proporciond, en general, los mejores modelos predictivos a corto plazo
(horizontes de prediccion 1, 2, 3). Por otra parte, al aumentar el horizonte de
prediccion aumenta la precision relativa de los modelos de Johansen respecto a
los modelos CCA. En la mayoria de los casos estudiados se observaron estas

pautas de forma significativa.

El hecho de que los métodos de subespacios hayan proporcionado, en muchas
ocasiones, modelos que superaban (en precision de estimacion de las relaciones
de cointegracion y, particularmente, en capacidad predictiva) a los modelos
VAR proporcionados por el método de Johansen, justifica, cuando menos, la
utilizacion practica de los métodos de subespacios como complemento o
alternativa al método de Johansen.
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Limitaciones y extensiones

Posiblemente la mayor aportacion de esta tesis doctoral es mostrar que, para
estimar modelos de sistemas cointegrados en los que el proceso generador
subyacente es un proceso VARMA, los métodos de subespacios pueden
competir con el método de Johansen, tanto en la estimacion del subespacio de
cointegracion como, especialmente, en la calidad predictiva de los modelos
identificados, resultando en muchos casos superiores. El aspecto de estimacion
del numero de tendencias comunes ha sido estudiado por Bauer y Wagner
(2002), que sostienen que, en este sentido, los métodos de subespacios también

compiten en términos de igualdad o superioridad con el método de Johansen.

El siguiente paso deberia ser la busqueda de cudles son las caracteristicas del
proceso generador que hacen mas recomendable uno u otro método de
estimacion. Conforme a los experimentos realizados, el tamafio muestral
constituye un indicador para inclinarnos bien por el método de Johansen o bien
por los métodos de subespacios, pero no parece que se pueda dar un tamafio
muestral de referencia con validez general para todos los procesos, pues el

tamafio muestral no es el unico parametro influyente.

Analizar mediante simulacién el efecto de los diferentes parametros del proceso
generador sobre el rendimiento de cada método de identificacion presenta varias
dificultades. Una de estas dificultades es que muchos de esos pardmetros, tal
como aparecen en el modelo generador, pueden no resultar recuperables a partir
de las observaciones'. Incluso si fueran recuperables, es de esperar que su efecto
no venga marcado por funciones lineales sencillas, y que existan interacciones
en los efectos causados por distintos pardmetros. Desde nuestro punto de vista,
para abordar este problema y proporcionar una guia practica de cuando es mas

recomendable uno u otro método, debemos acudir a caracteristicas recuperables

1

Por dos motivos. Primero, porque hemos trabajado con procesos generadores “estructurales”,

independientemente de que correspondan o no a formas candnicas en el espacio de estados. Segundo,

porque aunque trabajaramos con procesos generadores en formas canonicas, tampoco aseguramos la

recuperacion de los parametros, puesto que la fase de especificacion puede conducir a modelos con

especificaciones distintas a la del proceso generador.
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(estimables) del sistema independientes de la formulacién paramétrica elegida,
tales como los invariantes de Markov, si bien se mantiene el problema asociado
a la gran variedad de pardmetros existente en un sistema multivariante y a las

interacciones de los efectos.

Existe una diferencia entre el método de Johansen y los métodos de subespacios
que puede explicar la ventaja predictiva relativa ofrecida por los modelos
identificados mediante el método de Johansen al ir aumentando el horizonte de
prediccion en las simulaciones: el método de Johansen proporciona modelos con
raices unitarias para las tendencias, mientras que los algoritmos de subespacios
estiman el valor de esas raices (autovalores de la matriz de transicion de estados
A). Al haber simulado modelos con raices unitarias, es de esperar una cierta
ventaja en el procedimiento que incorpora esa informacion, ventaja que se hace
especialmente notable a largo plazo (el efecto predictivo de una raiz proxima a
uno, pero algo mayor o menor, se va haciendo mas notable al aumentar el
horizonte de prediccion). Sin embargo, utilizando técnicas de regresion de rango
reducido es posible modificar un algoritmo de subespacios para imponer que las
raices no estacionarias sean exactamente unitarias (Larimore 2000, Bauer y
Wagner 2002), lo que supone una linea de ampliaciéon de esta investigacion

comparativa.

Otras fuentes de investigacion futura son la influencia y el tratamiento de
tendencias deterministas en las series estudiadas, asi como el efecto de

perturbaciones heterocedasticas
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Anexo [

Anexo | . Estimacién por minimos cuadrados. Filtro de Kalman
1.1 Introduccién

El filtro de Kalman es una técnica recursiva de estimacion que se engloba dentro de los
métodos de estimacion por minimos cuadrados —Sorenson (1970), Luenberger (1969)-.
Este anexo desarrolla los principales conceptos de esta técnica de estimacion, partiendo
de los casos mas simples de estimacion por minimos cuadrados ordinarios y
complicando progresivamente los modelos, a la vez que aumentando su generalidad,

hasta llegar al modelo de espacio de estados y el filtro de Kalman.

Partiremos de un procedimiento de ajuste de observaciones por minimos cuadrados en
un contexto independiente del modelo “generador” de los datos, donde el objetivo sera
minimizar la suma cuadratica de las distancias euclideas entre observacion y estimacion

(error cuadratico), lo que da lugar al método de minimos cuadrados ordinarios (MCO).

Al considerar un determinado modelo generador de los datos, lineal pero estocastico, el
problema de estimacion por minimos cuadrados pasard del dmbito de ajustar una
muestra de datos particular, al dmbito probabilistico, y la distancia a minimizar
mediante el ajuste serd la esperanza de la norma del vector de residuos, es decir,
buscaremos un ajuste que minimice el error cuadratico medio. Esto conducira al

estimador de minimos cuadrados generalizados (MCG).

Por ultimo, se considerara un modelo ain mas general para el sistema generador de
datos: el modelo lineal de coeficientes estocasticos. Como caso particular, aunque con
un grado de generalidad muy elevado, de este modelo de coeficientes estocasticos, se
presentara el espacio de estados, y se introducira el filtro de Kalman como método de

estimacion recursivo en este contexto.

Varios de los resultados de este capitulo se presentan sin demostracion. El lector
interesado puede acudir a Luenberger (1969). También Ljung (1999, Appendix II, p.
543) resume los principales aspectos de la estimaciéon por minimos cuadrados con

claridad y brevedad.
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.2 Minimos cuadrados ordinarios (MCO)

El estimador de minimos cuadrados ordinarios proporciona el ajuste lineal (en base a
unos regresores wij) de menor error cuadratico para una muestra de datos observados

cualesquiera.

Supongamos que queremos aproximar un vector y de dimension n, conocido, mediante
otro vector ¥ que sea combinacion lineal de k vectores conocidos w;. Es decir, buscamos
una proyeccion lineal del vector y sobre el espacio generado por los w;. Podemos

agrupar los vectores w; en la matriz W, y estamos buscando un vector ¥ de la forma
y=Wb
Esta aproximacion § presentard unas diferencias e con el vector y, definidas por
e=y-Wb

donde y, e son vectores de dimension n; b es un vector de dimension k; W es una matriz

(n*k) cuyas columnas son los vectores w;.

Si buscamos la combinacion § = Wb que mejor aproxima y en el sentido de menor
suma de errores cuadraticos (distancia euclidea), la solucion es la denominada solucion
de minimos cuadrados ordinarios (MCO). Se trata de proyectar y sobre las columnas de
W. La solucién de minima distancia buscada, que denotamos ¥yco = Wbwmco , cumple
que su proyeccion sobre las columnas de W es la misma que la proyeccion de y sobre

las columnas de W, es decir:
W’ Wbyico = Wy
de donde
byico = (W’W) "W’y
supuesto que (W’W)™ exista.

Obsérvese que, por construccion del estimador, los residuos e son ortogonales a los
vectores explicativos wi: W’e = 0, por lo que nos referimos a esta proyecciéon como
proyeccion ortogonal. Estas k condiciones de ortogonalidad (euclidea) del vector de

residuos e con cada vector w; (regresores) caracterizan al estimador MCO.
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Noétese que no hemos hecho ninguna hipotesis sobre el modelo que genera los datos,
ninguna hipdtesis sobre la estructura o la distribucion de probabilidad de los residuos e.
Simplemente hemos minimizado la suma cuadratica de residuos muestrales (y-Wb). En
el caso de dos variables, hemos encontrado la recta que mejor ajusta los datos (en el
sentido de menor error cuadratico), independientemente de que el modelo generador de

los datos sea o no sea lineal.
Demostracion de la formula de calculo de byco

El vector buscado byco es el b que minimiza el error cuadratico (y-Wb)’ (y-Wb). Por

derivacion con respecto a b, la condicidn para byco es
W’ (y-Wcho) =0 ,
de donde se sigue que

bnvco = (W’W)_IW’Y .

1.3 Minimos cuadrados generalizados (MCG). Estimador de Gauss-

Markov

Al considerar modelos lineales generadores de las observaciones, B representara el
vector de coeficientes de un modelo lineal y = WP + g, y representaremos mediante b

un estimador de

Para datos provenientes de un modelo lineal estocastico y = WP + g, el estimador de
minimos cuadrados generalizados proporciona el estimador lineal de menor error

cuadratico medio del parametro B.

Observemos que, frente al caso anterior de minimos cuadrados ordinarios, ahora
admitimos una hipdtesis sobre el modelo que genera los datos. Quizd podamos
aprovechar esa informacién para realizar una estimacion lineal de B que minimice la
esperanza del error cuadratico (error cuadratico medio), en vez de minimizar la suma
cuadratica de residuos (error cuadratico) particular de la muestra de datos con la que

trabajamos.
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Asi pues, supongamos que los datos son generados por el modelo
y=Wp+¢g, conE(e)=0yE(ee’)=2,
y busquemos el estimador lineal b de B que minimiza el error cuadratico medio.

Para el caso particular en que suponemos (a priori) que las perturbaciones (€) siguen una
distribucion iid (0, 6% ), es decir que la matriz E(eg’) = o°L, el estimador lineal (b=Ky)
de B que minimiza el error cuadratico esperado coincide con el estimador byco

calculado anteriormente
brvco = (WW)'W’ y

Con caracter general, siendo E(eg’) = X, tenemos que el estimador b de B que minimiza
el error cuadratico esperado es el estimador de minimos cuadrados generalizados

(MCQG):
buca = (WZ'W)'WEy
cuya matriz de covarianzas es

E[(B - bmca)(B - buca)’] = (WZTW)!

Al estimador MCG del modelo considerado también se le conoce como estimador lineal
insesgado de minima varianza o estimador de Gauss-Markov. El estimador MCG
pondera el peso de cada observacion (y;) conforme a las caracteristicas de su
perturbacion (g;) en relacion al resto de perturbaciones (por las varianzas y covarianzas
de las perturbaciones): penaliza a las observaciones con alta variabilidad y adapta los

pesos de cada observacion teniendo en cuenta las covarianzas.

Hemos pasado de un estimador que minimiza el error cuadratico para una muestra dada
a un estimador que minimiza el error cuadratico esperado, siempre que los datos se
ajusten a (sean generados conforme a) el modelo lineal estocéstico heterocedastico

considerado.
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La interpretacion en términos de ortogonalidad es mas complicada al trabajar con
variables aleatorias. Buscdbamos un estimador lineal b=Ky. Las condiciones de
ortogonalidad del estimador E[(Ky-B)y’] = 0 son k x n condiciones de ortogonalidad de
cada residuo e; a cada variable y;, o condicion de ortogonalidad de cada residuo al
subespacio generado por las y;. Estas condiciones caracterizan al estimador MCG. En

realidad, caracterizan al estimador b = K y que minimiza la norma

| Ky-BI> = E [(Ky-B)’(Ky-B)]

Es decir, caracterizan al estimador de menor error cuadratico medio. Una posible
interpretacion es ésta: la correlacion es una medida de la relacion lineal entre unas
variables; si ajustamos un modelo lineal de forma que la correlacion entre los residuos y

las variables del modelo sea cero, no hay mas relacion lineal que extraer en el modelo.

Se puede dar una interpretacion intuitiva al estimador MCG. Supongamos que
disponemos de tres observaciones que sabemos son una muestra particular de un

modelo
yi=a+tPBwiteg 1=1273.

Donde sabemos ademads que la perturbacion g; es despreciable para las observaciones 1
y 2, pero es muy elevada para la observacion 3. Queremos estimar los pardmetros a 'y 3
del modelo a partir de las observaciones. Con la informacion disponible sobre
variabilidad de las perturbaciones, es de esperar que la recta que estamos tratando de
estimar pase muy cerca de las dos primeras observaciones, si bien la tercera no es tan
fiable. Eso es precisamente lo que tiene en cuenta el estimador MCG, que penaliza la
“atraccion” que ejerce la observacion 3 sobre la recta de regresion debido a su mayor

variabilidad.

En la figura I.1 se han representado tres observaciones obtenidas del modelo y; = a +
wify + & , con varianzas despreciables para las dos observaciones de la izquierda y
varianza elevada para la observacion de la derecha. Una estimacién por minimos
cuadrados ordinarios proporcionaria la recta marcada como MCO, que es la que mejor
aproxima los datos de la muestra. Una estimacion por minimos cuadrados generalizados
tendria en cuenta que la tercera observacion es menos fiable y proporcionaria la recta

MCQG, de parametros mas proximos (en general) a los de la recta objetivo.
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)A Modelo
. =— - MCG
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5:_/:_: — — — - MCO
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Figura I.1. Una comparacion intuitiva de los estimadores MCO y MCG

1.4 Proyeccioén lineal. Caso general

Con caracter general, siendo B e y vectores aleatorios cualesquiera, se cumple que el

estimador lineal b de B (b = Ky) que minimiza la esperanza del error cuadratico
E[(B-b) (B - b)]
es
byirew = EB y)[E(y y)I' y
lo cual puede demostrarse a partir de las ecuaciones normales
E[(B-Ky)y’]=0

Son las mismas condiciones que para el estimador de MCG, pero alli B se suponia

constante.

Se tiene ademds que la matriz de covarianzas del error del estimador es

E[(B - b)(B - b)'] = E(BB’) - EB y)[E(y y)I" E(y B)

Al estimador bvecm = E(B y')[E(y y)]"y se le denomina también proyeccién lineal de

B sobrey.
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Proyeccion lineal en un modelo lineal estocastico con coeficientes estocasticos

Basandonos en los resultados anteriores, podemos generalizar ain mas el modelo lineal
y = W + € admitiendo la posibilidad de que B sea también un vector aleatorio del que
conocemos cierta informacion. Utilizaremos esa informacion que tengamos sobre B para

conseguir un estimador con el menor error cuadratico medio posible.
Supongamos el caso particular
y=WB+e con E(ee’)=Z%, EBp)=C y EEp’) =0

donde y es un vector conocido de dimensién n, W es una matriz conocida constante (n x
k), B es un vector aleatorio desconocido de dimension k y € es un vector aleatorio

desconocido de dimension n, y donde asumimos que WCW?’ + X es no singular.

Para este modelo, particularizando la féormula general, se tiene que el estimador lineal b

de B (b =Ky) que minimiza el error cuadratico medio E[(B - b)’(B - b)] es
byecow = CW(WCW’ +3) 'y
y la matriz de covarianzas del error es
E[(B - b)(B - b)’] =C - CW(WCW’ + Z)'WC
Expresado de forma alternativa tenemos
bucw = (WZ'W + C) WSy

La forma alternativa permite comparar el estimador directamente con el de MCG. En
definitiva, la informacién de covarianzas de B contenida en la matriz C nos permite

encontrar un estimador de menor E(|| b-B ||*) que el estimador de MCG.

.5 Filtro de Kalman

El filtro de Kalman es un algoritmo de célculo recursivo del estimador de menor error

cuadratico medio del denominado “vector de estados”. Es aplicable sobre sistemas cuya
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dinamica viene representada mediante unas ecuaciones conocidas como “modelo del

espacio de estados”, o simplemente “espacio de estados”.

El espacio de estados es un modelo particular dentro de los modelos lineales
estocasticos con coeficientes estocasticos. Viene caracterizado por una ecuacion

vectorial en diferencias para los coeficientes (llamados estados):

Beri= 0 Pe + g

que se conoce como ecuacion de transicion de estados, y una ecuacion lineal para las

observaciones:

yi= W B+ e

que se conoce como ecuacion de observaciones. Debe cumplirse ademds que las
perturbaciones e; y u;, de esperanza cero, no presenten autocorrelacion temporal, siendo

sus matrices de covarianzas E(uau;’) = X; y E(eie;’) = C;, definida positiva.

El filtro de Kalman, aplicable sobre estos modelos, es un algoritmo de célculo recursivo
del estimador de menor error cuadratico medio (MECM) de los estados, y proporciona

también la matriz de covarianzas del error de estimacion.

Para no asociar excesivamente la interpretacion del vector de estados con la
interpretacion de coeficientes variables de regresion, lo cual puede resultar incomodo o
limitante en algunos casos, prescindiremos del simbolo B; y adoptaremos la notacion y;

para el vector de observaciones y z; para el vector de estados.

Dado su caracter recursivo, el filtro de Kalman precisa partir de una estimacién (z ) del
estado inicial (z,) y de una estimacion de la matriz de covarianzas del error de la

estimacion inicial, es decir, una estimacion (P,) de E[(z - Zo) (Z o - Zo)'] -
Considerando el modelo
zi1 = Aiz:+u; Ecuacion de transicion de estados

y: = Ciz;+ e Ecuacion de observaciones
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con las condiciones indicadas anteriormente y siendo las matrices de covarianzas
E(uu’) = Z; y E(ee;’) = Ry, definida positiva, las ecuaciones del filtro de Kalman son

(Luenberger, 1969):
e =yi- Ciz%
K.=P.C[C,P,C’+R]"
L= A (25 + Kie )
P =A(P-K CP) A’ + X

Donde Zet+1\t es el valor esperado del vector de estados para el periodo t + 1 cuando se
cuenta con observaciones hasta el periodo t , y Py es la matriz de covarianzas de z.

condicionada a las observaciones anteriores hasta el periodo t.

El estimador de y; cuando se cuenta con observaciones hasta yi; proporcionado por el

filtro de Kalman es
yt\t-l =C; Zet|t-1

Este es el estimador lineal de menor error cuadratico medio de y;. Si el estimador lineal
es Optimo, coincide (Hamilton 1994, pp. 73 y 77) con la esperanza condicionada E(y: |

Yo 5 -5 Yt-1), Y la matriz de covarianzas condicionada viene dada por
E[(yt- $ye1) (Ve - Juy-1)’] = CPC i+ R

En el algoritmo de calculo, e ; y K son variables auxiliares. La variable e  es el error
de prediccion, diferencia entre el valor esperado y el valor observado de y;. El vector K
e " es el vector de ganancias de Kalman, y corrige (mejora) la estimacion del vector de
estados en el instante t al obtener la nueva observacion y; . Notese que la estimacion del
vector de estados en el instante t cuando se cuenta con la observacion y; es precisamente
z°1 + Ki e . Esto quiere decir que, si la observacion y; de la salida del sistema no
coincide con la que se habia previsto (la prevision es C; z°. ), se tiene un error de
prediccion e ; = y; - C; zet\t_l no nulo y se modifica en consecuencia la estimacioén del

estado del sistema.
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La denominacion de “vector de estados” se debe a que este vector contiene la
informacion suficiente sobre el estado del sistema en un instante determinado como para
poder determinar la evolucion y la respuesta en el instante siguiente, si conociéramos
los valores de las entradas al sistema y de las perturbaciones. En este sentido, el vector
de estados condensa toda la informacién historica del sistema relevante para su
evolucioén futura. Por evolucionar conforme a un proceso de Markov de primer orden, el
camino seguido hasta llegar a un estado determinado no es relevante para su evolucion

futura: toda la informacion relevante esta contenida en el vector de estados.

Maybeck (1979) presenta una interesante introduccion al filtro de Kalman, con ejemplos
fisicos y de ingenieria. Uno de los ejemplos que utiliza para ilustrar la utilidad del filtro
es el calculo de la posicion (z) de un barco que se mueve por una trayectoria
unidimensional; cada cierto tiempo podemos contar con medidas (y;) de su distancia al
origen, y cada una de estas medidas con precision distinta (variabilidades de e; distintas

y conocidas):
Yi= Z¢ T €

Sabemos ademas que el estado del barco (su posicion o distancia al origen, z)

evoluciona conforme a la ecuacidon
Zi+1 :Zt+VAt+Wt

donde v es la velocidad nominal del barco y w; es una variable normal de esperanza
cero y varianza o,,°At, asociada a factores aleatorios que pueden influir en la velocidad,
como pueden ser las rafagas de viento. En estas condiciones, el filtro de Kalman permite
obtener estimaciones Optimas (menor error cuadratico medio) de la posicidon del barco,
combinando de manera adecuada el valor de la posicion esperada conforme a la
ecuacion de estados, con el valor de cada nueva medida que se vaya obteniendo,
ponderando ambas conforme a su variabilidad respectiva (variabilidad del viento y

precision de los instrumentos de medida de la posicion utilizados).

El algoritmo no se restringe a procesos estacionarios, sino que incluye también los no
estacionarios, siempre que el proceso sea estable. El caracter recursivo del filtro permite
ademas una rapida actualizacion de los estimadores al ir recibiendo nuevas

observaciones. Esta caracteristica de actualizacion répida recursiva presenta especial
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interés en procesos donde se necesite una pronta respuesta ante nuevas observaciones

del sistema (De la Fuente, Hernandez y Del Olmo 1989).

El filtro de Kalman proporciona un estimador lineal 6ptimo. Si en el modelo de espacio
de estados las perturbaciones son gaussianas, el estimador Optimo es lineal, y es
entonces proporcionado por el filtro de Kalman. Si las perturbaciones no son
gaussianas, el filtro optimo no es lineal, y el filtro de Kalman sélo proporciona el

estimador 6ptimo dentro de los lineales.

Desde el punto de vista de la estimacion de parametros del modelo, el filtro de Kalman
suele utilizarse en econometria como una herramienta que permite el calculo recursivo
de la funcion de verosimilitud de una muestra. Como hemos indicado, si el modelo es
lineal y las perturbaciones son gaussianas, el filtro de Kalman proporciona de forma
recursiva la esperanza y la matriz de covarianzas condicionadas del vector de
observaciones. Ademads, con funciones gaussianas, la esperanza y la varianza son
suficientes para definir la funcidén de probabilidad, por lo que, en ese caso, el filtro de
Kalman proporciona de forma recursiva la funcion de probabilidad condicionada. Esto,
a su vez, permite calcular la funcion de verosimilitud de la muestra, lo que posibilita el
calculo de estimadores maximo-verosimiles de pardmetros del modelo. Si el
procedimiento indicado se aplica con perturbaciones no gaussianas, se obtienen

estimadores denominados cuasi-maximo-verosimiles.

1.6 Resumen de los estimadores de minimos cuadrados
Proyeccion lineal. Caso general.

Siendo B e y vectores aleatorios cualesquiera, el estimador lineal b de B (b =K'y) que

minimiza la esperanza del error cuadratico E || - b I* es

bueem =E(B y)IE(y )]y

-237 -



Andlisis de Sistemas Cointegrados mediante Métodos de Subespacios

Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)

Independientemente del modelo generador de los datos, siendo y el vector de
observaciones y W la matriz de regresores, el vector b que minimiza el error cuadratico

||y — Wb |* de ajuste lineal de la muestra es

byico= (WW)'W’ y

Minimos Cuadrados Generalizados (MCG)

Si se tiene el modelo y = WP + g, donde B es constante y € es aleatorio con matriz de
covarianzas X, entonces el vector b de la forma b = Ky (lineal) que minimiza el error

cuadratico medio E || B—b |* es
buvicg = (WEZ'W)y'wz'y

Si se tiene el caso particular g; ~ 1id (0,62), entonces byicg coincide con byico

Estimador de menor error cuadriatico medio (MECM) en un modelo lineal de

coeficientes estocasticos

Si se tiene el modelo y = WP + &, donde B y € son vectores aleatorios con E(gg’) = X,
E(BPB’) = C, y E(ep’) = 0, entonces el estimador lineal (b = Ky) que minimiza el error

cuadratico medio E || B—b |* es
buecm = CW (WCWHE) 'y

Si E([3]3’)'1 = 0, lo que puede interpretarse como que no hay informacién en el modelo

(informacion a priori) sobre B, entonces byecm coincide con bycg.

El filtro de Kalman es un algoritmo para calcular de forma recursiva este estimador
byecm , supuesto un modelo lineal dindmico de primer orden para la evolucion de los
estados Bi1= At + w: (que incluye la perturbacion adicional w; ), caracteristico del

espacio de estados.

-238 -



Anexo [

1.7 Aplicaciones del filtro de Kalman en econometria

Los primeros desarrollos de la metodologia de espacio de estados tuvieron lugar en el
campo de la ingenieria en vez de la estadistica, comenzando por el famoso articulo de
Kalman (1960). En ese articulo, Kalman mostré dos aspectos cruciales. En primer lugar,
mostréd que una amplia variedad de problemas podian ser formulados mediante un
modelo lineal simple: el modelo de espacio de estados. En segundo lugar, mostré cémo,
debido a la naturaleza Markoviana del modelo, los célculos necesarios para la
aplicacion practica del modelo podian realizarse de forma recursiva, de modo
particularmente conveniente para un computador. Hasta comienzos de los afios 80, las
contribuciones de estadistas y econdmetras a la metodologia del espacio de estados
fueron aisladas y esporddicas. Sin embargo, en los ultimos afios el interés de la

estadistica y la econometria por el espacio de estados ha sido creciente.
Prediccion, suavizado y filtrado de los estados, conocido el modelo

Dentro de la teoria de estimacion, podemos distinguir entre filtrado, prediccion y
suavizado (o alisado). Entendemos por prediccion la estimacion del valor que tomara
una variable en el periodo (t + p) utilizando la informacién disponible hasta el periodo t.
Filtrado es la estimacion del valor que toma en el periodo t una variable no directamente
observable utilizando la informacion hasta el periodo t. Suavizado es la estimacion del
valor que tomo en el periodo (t — p) una variable no directamente observable, utilizando

la informacion disponible hasta el periodo t.

Conocido el modelo en el espacio de estados, el filtro de Kalman proporciona
recursivamente el estimador lineal 6ptimo de la secuencia de estados en base a
observaciones del sistema. Las formulas pueden adaptarse sin gran dificultad para
proporcionar los estimadores suavizados (Durbin y Koopman 2001) y la prediccion es

sencilla a partir del valor estimado del estado del sistema.
Estimacion Kalman-maxima-verosimilitud de parametros del modelo

El filtro de Kalman proporciona de forma recursiva el estimador de minima varianza de
los estados, asi como la matriz de covarianzas de ese estimador. Aparte de la prediccion
de valores utilizando el modelo, su aplicacion principal en econometria es la estimacion

de parametros de un modelo. Esto es posible porque el filtro de Kalman permite calcular
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recursivamente la funcion de verosimilitud de una muestra', expresada en funcion de los
parametros desconocidos del modelo (Durbin y Koopman 2001). La maximizacion por
métodos numéricos de la funcion de verosimilitud proporciona estimaciones maximo

verosimiles (MLE) de los parametros. Este enfoque se muestra en la figura 1.2.

Modelo (parametros 0) Observaciones (y;)

Filtro de Kalman

Funcion de densidad de probabilidad log L; (0) (recursiva)

Maximizacion en @ (numérica)

Estimaciones maximo verosimiles de 0

Figura [.2. Utilizacion del filtro de Kalman para la obtencion de estimadores maximo verosimiles de los

parametros de un modelo

La idea es la siguiente: podemos expresar la funcion de densidad de probabilidad
conjunta (L) de una serie temporal en funciéon de las densidades de probabilidad

condicionadas de cada observacion dadas las anteriores, de la forma

T
L=1] pO&Yoryi1)
=1
Donde p(yi| Yo,..., ¥t.1 ) es la funcion de densidad de probabilidad de la observacion y;
condicionada a todas las anteriores. Si las perturbaciones y el estado inicial siguen

distribuciones normales (multivariante), entonces cada distribucion condicionada es

! Suponiendo que las perturbaciones sean gaussianas, de forma que la media y varianza sean suficientes
para definir la funcion de probabilidad, y el estimador lineal de menor error cuadratico medio proporcione

la esperanza condicionada.
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también normal. Ademads, una distribucién normal (condicionada) viene completamente
caracterizada por su media (condicionada) y matriz de covarianzas (condicionada), y

estas dos variables son proporcionadas por el filtro de Kalman ( 1.5):
POV Yorn ¥i1) = @M [CPC+R |
xexp{-%2 [ yi- C2°1] [CP.C’+R]™ [yi- C2yui]}

Podemos construir entonces el logaritmo de la funcién de verosimilitud de la muestra

como

T
Log L= Ylog p(¥ Yos--. Y1)
t=1
Expresando las matrices del sistema en funcién de un conjunto de pardmetros 0
desconocidos del modelo, la formula anterior proporciona la funcién de verosimilitud de
la muestra en funcién de 0, y podemos maximizar numéricamente esta funcién con

respecto a los parametros desconocidos 6.

Si las perturbaciones no son gaussianas, la funcion de verosimilitud obtenida sera solo
una aproximacion a la real, y las estimaciones de los parametros obtenidas por este
procedimiento (tratando el modelo como si fuera gaussiano) se denominan cuasi-

maximo verosimiles (QMLE) o pseudo-maximo verosimiles.

El filtro de Kalman se puede aplicar también sobre el modelo que considera coeficientes
dindmicos (por ejemplo, para estimacion de vectores autorregresivos con coeficientes

dinédmicos).

Hamilton (1994, cap. 13), indica también la utilidad del filtro para factorizacion de las

funciones matriciales de generacion de autocovarianzas o densidades espectrales.
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Anexo Il Realizaciones minimas

Consideremos un sistema que evoluciona conforme al siguiente modelo representado en

el espacio de estados
2.1 = Az +Ke  Ecuacidon de transicion de estados
yi = Cz+e Ecuacion de observaciones

con E(ex €’;) = R &y. Como hemos indicado, el problema de identificacion (también
llamado problema de representacion o de realizacion) es el de encontrar, a partir de
observaciones del sistema, un conjunto de matrices {A*, K* C*, R} tales que el
modelo en el espacio de estados construido con esas matrices genere, al ser excitado por
un ruido blanco de esperanza cero y matriz de covarianzas R, una salida con las mismas

propiedades estadisticas' que y..

Sin embargo, existen infinitas combinaciones de matrices {A*, K*, C*} que ante la
entrada e, generarian una salida y, con las mismas propiedades estadisticas”. Dentro de
las posibles representaciones, una representacion minima es aquella en la que la

dimension del vector de estados es minima.

Tampoco una representacion minima es unica. Dada una representacion minima {A, K,
C, R}, el sistema de matrices {A*, K¥*, C*, R} = {TAT'I, TK, CT'I, R} constituye
una representacion minima equivalente, correspondiente al cambio de base de los

estados z* =T z, donde T es una matriz invertible cualquiera de dimensiones n x n.

Se tiene que una representacion es minima si y sélo si es observable y controlable

(Kalman, 1966). Introducimos brevemente a continuacion estos dos conceptos.

! Hasta segundo orden, lo cual seria suficiente para que las propiedades estadisticas fueran las mismas si

consideramos procesos gaussianos.

2 .o . . . . ., .,
Distintas combinaciones de las matrices del modelo que corresponden a la misma relacion o funcion de

transferencia entrada-salida.
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Observabilidad

La observabilidad de un modelo de un sistema en el espacio de estados es la capacidad
que presenta el modelo para reconstruir los estados a partir del conocimiento de las
entradas y las salidas. Asi, un modelo de un sistema dinamico lineal es observable si y
solo si su estado es determinable de forma unica a partir del conocimiento de las
ecuaciones del modelo, de los valores de las entradas y de los valores de las salidas

(Grewal y Andrews, 2001, p. 43).

Para los sistemas lineales discretos de pardmetros constantes que estamos considerando,

la matriz de observabilidad del modelo se define como

C
CA
0= | CA?

CA™!

siendo n la dimension del vector de estados. Se demuestra que el modelo del sistema es

observable si la matriz de observabilidad es de rango completo.

Notese que un cambio de base de los estados z* = T z para T invertible supone un
cambio en las matrices que representan el sistema y una nueva matriz de observabilidad
de la forma O* = OT', pero este cambio de base no afecta al rango de la matriz de

observabilidad.
Controlabilidad

La controlabilidad de un modelo lineal de un sistema discreto es la capacidad que
presenta el modelo para poder alcanzar cualquier estado final deseado en un nimero de

pasos finito, mediante una secuencia apropiada de valores de las entradas.
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Para los sistemas lineales discretos estocasticos de parametros constantes que estamos
considerando, la matriz de controlabilidad del modelo es' (siendo n la dimension del

vector de estados):
¥Y=[K AKA’K..A"'K ]

Se demuestra que el modelo del sistema es controlable si la matriz de controlabilidad es

de rango completo.

Notese que un cambio de base de los estados z* = T z para T invertible supone un
cambio en las matrices que representan el sistema y una nueva matriz de controlabilidad
de la formay W * = T P, pero este cambio de base no afecta al rango de la matriz de

controlabilidad.

" En los algoritmos de identificacion estocastica suele jugar un papel importante la matriz I, que algunos
autores denominan matriz de controlabilidad estocastica, o, simplemente, matriz de controlabilidad, en el

contexto estocastico (Aoki y Havenner 1991, Van Oberschee y De Moor 1996), definida como
MI=[Q AQA’Q..A"'Q]

donde  es la matriz E(z. y’) y n es la dimension del vector de estados. Aoki (1990), en cambio, hace

la distincién semantica entre matriz de controlabilidad W y matriz de controlabilidad estocastica II.
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Anexo lll . Formulaciones alternativas del espacio de estados

Al abordar el estudio del espacio de estados encontraremos que no existe unicidad entre
los distintos autores, ni en la forma utilizada de las ecuaciones, ni en los simbolos
utilizados para referirse a los vectores y matrices del modelo. Tomaremos los simbolos

y: para representar el vector de observaciones y z; para el vector de estados.

Para sistemas discretos, el modelo mas general que podemos encontrar - Kalman (1960),

Luenberger (1969), Anderson y Moore (1979)-, es de la forma
Zi1 = AZ T Vg Ecuacion de transicion de estados
yi = Cizit+ e Ecuacion de observaciones

donde z; es un vector de n estados no directamente observables; y; es un vector de m
observaciones; A; y C; son matrices que, de momento, se suponen conocidas en cada
periodo, pudiendo variar entre periodos; v; , €; son vectores aleatorios de esperanza cero

y tales que
E(vi v’s) = Qi 8,
E(e;e’5) =R; 6y  donde R, es definida positiva
E(vi €5) = St O

siendo O la funcidn delta de Kronecker.

Algunas de las hipdtesis, como la ausencia de correlacion temporal de las

perturbaciones, pueden relajarse — ver p.e. Grewal y Andrews (2001, pp. 84, 85, 129)-.

En el espacio de estados, la dinamica del sistema estd contenida en la ecuacion de
transicion de estados, que es una ecuacion vectorial en diferencias de primer orden
(recordemos que una ecuacion en diferencias de orden n es expresable como una
ecuacion vectorial en diferencias de primer orden). De este modo, los estados guardan,
de forma mas o menos condensada, la informacion historica del sistema que influye en

su evolucion futura.
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Vale la pena considerar otras formulaciones del espacio de estados frecuentemente
utilizadas en la literatura. Todas ellas son expresables conforme a la formulacion general

indicada anteriormente, y constituyen casos particulares de la misma.

Autores como Harvey (1989) o Hamilton (1994) utilizan una formulacién con las
perturbaciones desplazadas un periodo en la ecuacion de transicion de estados, de la

forma
Zi1 = Pz + v Ecuacion de transicion de estados
yi = Hz,+ D x; + ¢ Ecuacion de observaciones
Harvey (1989, pp. 103, 112) discute las implicaciones de esta representacion desplazada.

Para modelos de coeficientes (matrices) constantes, Terceiro (1990) utiliza una

representacion de la forma
Zi1= ®z;+T ui+ E v, Ecuacion de transicion de estados
yi = Hzi+Du+ Cw Ecuacion de observaciones

donde y; son variables observadas, z; son los estados del sistema (en principio no
observables), u; es de forma explicita un vector de variables exdgenas (o variables de
control o entradas al sistema), las matrices H, D, C, ®@, T, E se suponen conocidas, v; y
w; son perturbaciones ruido blanco de esperanza 0, sin correlacion entre periodos y con

matrices de varianzas y covarianzas E (vi v’y ), E (w; W’ ) y E (v W’; ) conocidas.

Una de las formulaciones mas habituales es la denominada “representacion en forma de
innovaciones”, en la que el mismo vector de perturbaciones de las observaciones
(innovaciones) aparece en la ecuacion de estados. Por ejemplo, para coeficientes

constantes y modelo en innovaciones, Aoki utiliza la representacion
1= Az +Be Ecuacion de transicion de estados
yi = Cz +e Ecuacion de observaciones

donde e; es ruido blanco de esperanza E(e;) = 0 y matriz de covarianzas E (e; €’; ) = R.
Se puede comprobar que utilizar esta representacion en forma de innovaciones no

supone pérdida de generalidad (Hannan y Deistler 1988, Aoki 1990).
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Anexo IV . Identificacion de sistemas estocasticos por métodos

de subespacios

IV.1 Enfoque de Van Oberschee y De Moor

Resuminos a continuaciéon los principales aspectos y teoremas relativos a la
identificacion de sistemas estacionarios estocasticos por métodos de subespacios,

conforme al enfoque de Van Oberschee y De Moor (1996).

Van Oberschee y De Moor, (1996, p. 58) formulan el problema general de
identificacion estocéstica en el espacio de estados con coeficientes constantes de la

siguiente forma:

Dado un conjunto de T observaciones del vector y; , de dimension m (m
series temporales), correspondiente a un sistema de parametros

desconocidos que evoluciona conforme a las ecuaciones
z+1 = Az +w; Ecuacion de transicion de estados
y: = Cz+ v, Ecuacion de observaciones
donde w; y v; son vectores ruido blanco de esperanza cero que cumplen
E(Wk W’j) = Q Skj, E(Vk V’j): R Skj y E(Wk V’j) =S Skj
Encontrar:
- El orden n del sistema (especificacion del modelo).

- Unas matrices A y C (susceptibles de transformacior
correspondiente a un cambio de base de los estados) y unas matrices
Q, Ry S, tales que los estadisticos de segundo orden de la salida de

modelo y de la salida observada sean iguales.
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El teorema principal de la identificacion estocastica de Van Oberschee y De Moor
(1996, p. 74), que a continuacion enunciamos, es la base para el célculo de una

secuencia de estados a partir de observaciones del sistema:
e Bajo las hipotesis:
1 El ruido de proceso w y el ruido de medida v, no son idénticamente cero.
2 El numero de observaciones tiende a infinito.

3 Las matrices definidas por el usuario W, de dimensiones (mi x mi) y W, de
dimensiones (j x j) son tales que W) es de rango completo y W, cumple que rango
(Yp) = rango (Y,, W»), donde Y, es la matriz tipo Hankel por bloques que contiene las

observaciones “pasadas”, tal como se definio en la seccion 4.2 .

e Siendo ®; la matriz de proyeccion lineal de las observaciones futuras en las

pasadas’:
=Y/ Y, =YY, (Y, Y)Y,
Y considerando la descomposicion en valores singulares
X 0 \%%

W W, = (U U, = ULV
o o ||V

o Se tiene:

1 La matriz ®; es igual al producto de la matriz de observabilidad extendida O; y la

secuencia de estados Z; que proporcionaria un filtro de Kalman:
®,=0, Z

2 El orden del sistema a identificar es igual al numero de valores singulares distintos

de cero en la descomposicion anterior.

! Utilizamos la notacién desarrollada en el apartado 4.2.
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3 Una matriz de observabilidad extendida O; y la matriz de controlabilidad extendida

asociada I1; pueden calcularse como
0=W,'U, &/”
;= Of E(YrY’,)
4 La secuencia de estados asociada a la matriz de observabilidad O; es:
Z,=0" o,

Este teorema puede resumirse algebraicamente mediante las expresiones:

e Rango (Yr/Yp)=n

e Espacio generado por las filas de Y¢/ Y, = espacio generado por las filas de Z;

e Espacio generado por columnas de Yr/ Y, = espacio generado por columnas de O;

Los resultados de este teorema nos permiten estimar, a partir de las observaciones, el
orden del sistema y la secuencia de estados, sin necesidad de conocer o estimar
previamente las matrices del modelo. Una vez conocida la secuencia de estados, la

estimacion de estas matrices es un problema sencillo de minimos cuadrados.

Notese que, en vez de trabajar directamente sobre la matriz ®;, el algoritmo trabaja
sobre la matriz W; ®; W,. El efecto de la matriz W, es acondicionar la matriz ®; W,
antes de llevar a cabo la descomposicion en valores singulares. Aunque en teoria su
efecto desaparece al estimar la matriz de observabilidad como O; = W;'U; X%, puede
tener implicaciones practicas sobre el resultado de la descomposicion en valores
singulares y permite dotar de mayor generalidad al algoritmo presentado, de forma que
distintos algoritmos existentes en la literatura pueden englobarse dentro de este
algoritmo general. Por su parte, el efecto de fijar una matriz W, determinada es el de

fijar una base (sistema coordenado) para la secuencia de estados.

-251 -



Andlisis de Sistemas Cointegrados mediante Métodos de Subespacios

IV.2 Un enfoque alternativo de los métodos de subespacios

Un enfoque de los algoritmos de subespacios distinto al de Van Oberschee y De Moor
(1996) es el que proporcionan Ljung' (1999) o Verhaegen (1991), centrado en la
estimacion consistente de una matriz de observabilidad del sistema. Indicaremos las

principales diferencias de este enfoque.
Por aplicacion recursiva de las ecuaciones del espacio de estados se tiene
yur1 =CA™ 2.+ CA™ e+ CAP ey +...+ C eppa + eipy
de donde
yft =Orz+ He',

. f _ . . . . .
siendo e = [e’, €41, ..., € 1i£1]” y siendo H una matriz triangular inferior compuesta por

bloques identidad (en la diagonal) y bloques de productos CA!.

Definiendo las matrices

Ye=[y5 Vot oo ¥'1]

Z E[Zp5 Zptly ooey ZT]

—raf f f
E:= [e ps €ptls oy € T]

podemos expresar matricialmente la relacion anterior como
Y =0:;Z+HE;

Si ahora encontramos una matriz de instrumentos ¥ que elimine asintdticamente el
término de las perturbaciones y tal que el producto Z ¥ sea (asintéticamente) una
matriz de rango n, tendremos la igualdad (asintética) YW = O¢ Z ¥ = O¢ T, donde T es
una matriz de rango n, luego el producto Or T es también una matriz de observabilidad

del sistema. Teniendo esto en cuenta, es posible extraer, por descomposicion en valores

1 . . .., , , . . . ,
Ljung proporciona una vision mas general que la que aqui resumimos, e incluye variables exogenas.

-252 -



Anexo IV

singulares de la matriz Y¢ ¥, un estimador consistente de una matriz de observabilidad

del sistema.

Podemos elegir como matriz ¥ de instrumentos las observaciones pasadas Y, que estan

incorrelacionadas con las perturbaciones futuras'. De este modo, para N observaciones,
. . 1 o . .
la matriz G definida por G = ﬁYf Y’, puede constituir el estimador ruidoso que

buscabamos para obtener una matriz de observabilidad del sistema.

Para aportar flexibilidad al algoritmo, se puede trabajar con la matriz WG W, . De
igual modo a como se vio previamente, la descomposicion en valores singulares WG
W, =UXV’ = U,X,V/’ (truncando las matrices conforme al orden estimado del sistema)
proporcionaria, mediante la formula O¢ = w, U, 1! , un estimador de una matriz de

observabilidad del sistema, para cualquier matriz T que se elija libremente®.

Obsérvese que la proyeccion lineal Yr Y’, (Y, Y7p) f Y, con la que trabajdbamos en el
enfoque anterior es en particular una matriz de la forma W;G W,, tomando W; =1y
W, =N (Y, YY) t Y,. Esto implica que, desde el punto de vista de su aplicacion
practica, este algoritmo centrado en la estimacion de una matriz de observabilidad se

trata en definitiva del mismo algoritmo que habiamos estudiado anteriormente.

Desde el punto de vista de la interpretacion tedrica, es un enfoque de variables
instrumentales centrado en el calculo de un estimador consistente de una matriz de
observabilidad extendida del sistema O¢ . Encontramos que la proyeccion ortogonal de

las observaciones futuras sobre los datos histéricos puede proporcionar ese estimador

' Al hacer esta eleccion, con la matriz Y, tal como se definié previamente, estamos tomando como
instrumentos un numero i de observaciones pasadas. Ljung hace notar que no hay razén particular para
tomar ese niimero igual a i y que podria tomarse otro valor s, aunque la mayoria de los algoritmos de

subespacios toman s = 1.

% La eleccién libre de las matrices W, (de rango completo) y T (invertible) determina la base de

representacion para la secuencia de estados.
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buscado'. Bajo este punto de vista, los métodos de subespacios estiman en primer lugar,
de forma consistente y mediante procedimientos de proyeccion lineal a partir de las

observaciones entrada-salida, una matriz de observabilidad extendida del sistema, Os.
A partir de aqui seguiriamos el mismo tratamiento que en el caso anterior:

- Podemos utilizar la matriz de observabilidad para obtener estimadores de las matrices

AyC.

- Si queremos modelo para el ruido, estimariamos una secuencia de estados basandonos
en la relacion que existe entre la proyeccion lineal Y/ Y, y el producto Of Z. Con la

secuencia de estados, estimariamos por minimos cuadrados el resto de las matrices.

- Alternativamente, podemos estimar desde el principio la secuencia de estados y, a

partir de ésta, todas las matrices del modelo por minimos cuadrados.

Notese que la matriz G del enfoque de Ljung estd formada por los mismos bloques de
covarianzas muestrales que la matriz H del método de Aoki. De hecho, si en este
método que estamos estudiando tomamos W = I, y W, = L,;;, estariamos trabajando
con la misma matriz que el método de Aoki (método de componentes principales), y si
elegimos T= X,”, estariamos eligiendo la misma matriz de observabilidad. Del mismo

modo (Ljung 1999, p. 351), si elegimos las matrices
W= (YY)
W= (Y, Y72
estariamos empleando el método de correlaciones canonicas CCA.

Resumiendo, bajo este enfoque alternativo, las principales etapas de los métodos de
subespacios

son:

" En realidad, basta con el término Y; Y’, de la expresion matricial de calculo de la proyeccion ortogonal
(Ljung, 1999, p. 349). Los términos finales pueden interpretarse como la multiplicacion por una matriz de

acondicionamiento, que fija la base del espacio de estados.
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1 Célculo de una matriz G como estimacion (ruidosa) de una matriz de
observabilidad extendida del sistema O G es calculada a partir de
observaciones entrada-salida y contiene informacion sobre el orden del sistema
y sobre las matrices de su representacion en el espacio de estados. Permitird

ademds calcular la secuencia de estados. Para sistemas estocasticos puede

tomarse la matriz G = L YrY’,
N

2 Estimacion del orden del sistema mediante una descomposicion en valores
singulares de la matriz acondicionada W,GW, =U XV’ = U, X, V,’ (truncadas

conforme al orden estimado).

3 Eleccion de una matriz de observabilidad O; = (Wl)'lUlT, donde T es una

matriz invertible de orden adecuado elegida arbitrariamente.

4 Estimacion de las matrices {A, C} del sistema. Para ello pueden seguirse dos

caminos:
4.1 Estimar A y C directamente a partir de Oy.

4.2 Estimar la secuencia de estados a partir de Or. Con la secuencia de

estados, las matrices A y C pueden calcularse por minimos cuadrados.

5 Estimaciéon de las matrices {Q, R, S} de covarianzas de las perturbaciones.

Para ello debe calcularse la secuencia de estados (si no se hizo ya en 4.2).
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Notacion

Notacion. Principales simbolos y abreviaturas

a (minudscula) -escalar
a (minuscula negrita) -vector (columna)
A (mayuscula negrita)  -matriz

a’, A’ vector traspuesto de a, matriz traspuesta de A
A’ matriz inversa de A

A matriz inversa de Moore-Penrose de A

ACCA algoritmo de correlaciones candnicas adaptado
CCA  algoritmo de correlaciones candnicas

CCA2 algoritmo de correlaciones canonicas bietdpico
DVS  descomposicion en valores singulares

O funcion delta de Kronecker

e vector de perturbaciones o ruido. Salvo indicacion expresa, supondremos ruido

blanco gaussiano (0, R).
1i.d.  variables independientes igualmente distribuidas
MCG minimos cuadrados generalizados
MCO  minimos cuadrados ordinarios
ML maxima verosimilitud
VAR  vector autorregresivo

VEC  vector autorregresivo en forma de “correccion del error”

X, U vectores de variables exogenas o variables de control

y vector de variables endogenas o variables observadas

\ serie temporal, o valor de una serie temporal en el periodo t

Yerkit prediccion del valor yy utilizando observaciones hasta el periodo t
V/ vector de variables de estado o vector de estados
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